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PRATARMĖ 


Šis vadovėlis skiriamas suaugusiųjų mokymui ir savarankiškam mokymuisi. 
Atsižvelgiant į leidinio pobūdį bei tikslus, kiekvienos temos medžiaga pateikiama 
tokiomis dalimis: 

2) Užduotys žinioms įtvirtinti; 

3) Orientaciniai uždaviniai (mokomieji pagrindinių tipų uždaviniai); 

4) Pasitikrinkite (mokomieji pagrindinių tipų uždaviniai su sprendimais turi- 
moms žinioms patikrinti); 

5) Kontrolinių darbų pavyzdžiai (pagal pasirinktą mokymosi kursą B arba A). 


Vadovėlyje teorinė medžiaga, uždaviniai, kontroliniai darbai diferencijuojami 
atsižvelgiant į pasirinkto mokymosi kurso (bendrasis — B, išplėstinis — A) reika- 
lavimus. Žvaigždute pažymėtos teorinės medžiagos dalys ir uždaviniai neprivalomi 
(tačiau neskubame sakyti „nereikalingi“) mokiniams, kurie mokosi pagal bendrojo 
kurso programą. Žvaigždute pažymėti ir sudėtingesni uždaviniai, jų sprendimas pa- 
reikalaus išsamesnės analizės. 

Vadovėlis pravers ir kitų mokymo įstaigų mokiniams, padės pasiruošti mate- 
matikos egzaminui. Mokytojui šis leidinys bus papildoma mokymo priemonė. 

Leidinyje suras sau aktualios medžiagos visi, kas domisi matematika. 

Autoriai nuoširdžiai dėkoja gerb. prof. Pranui Survilai, recenzavusiam šią knygą 
ir davusiam vertingų pastabų bei patarimų. 

Iš anksto dėkojame skaitytojams už atsiliepimus ir pageidavimus. Juos prašome 
siųsti šiuo adresu: Suaugusiųjų mokymo centras, Sandėlių g. 7, LT-44352, Kaunas. 


Autoriai: 


Sergejus Sokolovas, Kauno suaugusiųjų mokymo centro mokytojas ekspertas 

Toma Giedraitienė-Lileikienė, Kauno suaugusiųjų mokymo centro mokytoja 
ekspertė 

Nijolė Laučiuvienė, Kauno suaugusiųjų mokymo centro mokytoja metodininkė 

Juozas Intas, Kauno suaugusiųjų mokymo centro mokytojas ekspertas 


К A. 
1 SKAICIAL IR REIŠKINIAI 


1.1. AIBĖS SAMPRATA 


Aibes žymime didžiosiomis raidėmis, pavyzdžiui: 


A= (a, b, c, d), 
B = (b, d), 
Са: 


Jei e yra aibės E elementas, rašoma e e E, jei nėra — e € E. 
Pavyzdžiui, pateiktuju aibių ae А, de B, ce B, ce C. 


Aibė, neturinti né vieno elemento, yra vadinama tušči4ja aibe ir žymima Ø. 


Tokia, pavyzdžiui, yra lygties x? = -1 sprendinių aibė. 


Rašoma: K c E. 


Pavyzdžiui, minėtas aibes A, B, C užrašytume taip: BC A, C c A. 
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Ji žymima ANB. 


Ji žymima AUB. 

Simbolių kalba užrašome taip: 

јеіає А ira e B, tai ae АПВ; 

jai ae A arba a є B, tai a e AUB. 

Akivaizdūs ir šie teiginiai: 

(АПВ) сА, (АПВ) сВ. 

Jei dvi aibės А ir B neturi bendrų elementų, tai АПВ = ©. 
Pavyzdys. Aibės А = (a, c, f, е}, В = {c, d, е}, С = (a, f}. 


Tada АПВ = (c, е}, AUB = (a, с, d, f, e), 
ВПС =Ø, BUC = {a, c, d, f, e}. 


Taigi Е сЕ, FCE. 
Ankstesniame pavyzdyje turime: (AUB) = (BUC). 


1.2. SKAIČIŲ AIBĖS 


Sveikųjų skaičių aibė Z = (..., -2, -1, 0, 1, 2, ...}. 
Aišku, N c Z. 


Racionaliųjų skaičių aibė Q B | me Z, ne Z, n= 01, joje apibrėžta lygybė 
n 


my m, : ы 
— =— Каі тү, MA. 
n n, 


Kadangi m=, m e Z, tai Z c Q. 


| nus 


Pavyzdziai: 
1) LM 0,75; 
4 


2 
2) 70,6666... = 0,(6); 


3) i -0,571428571428...-0,(571428). 


Teisingas ir atvirkštinis teiginys. 


Pavyzdys. Begalinę periodinę dešimtainę trupmeną 2,3(14) = 2,3141414... 
užrašykime paprastąja trupmena. 
Sprendimas. Pažymėkime x = 2,3(14). Tada 


10x = 23,(14), 
1000x = 2314,(14). 


Iš trečiosios lygybės atėmę antrąją gauname 990x = 2291, t. y. x= P 
2291 
Atsakymas "990" 


Pavyzdžiai: 
1) 2,31311311131111...; 


2) J2 =1,414213562... ; 
3) x = 3,141592654... . 


Iracionaliųjų skaičių aibę žymime 0. 


1 SKAIČIAI IR REISKINIAI 


Kitaip tariant, realieji skaičiai — tai begalinės (periodinės ir neperiodinės) 
Apibendrindami užrašome: 


dešimtainės trupmenos. 
NcZcQcR. 


Prisiminkime realiųjų skaičių sudėties ir daugybos savybes: 
1)a+b=b+a (sudétiés perstatomümo dėsnis); 
2) a + (b + c) = (a + b) + c (sudétiés jungiamümo dėsnis); 
3) ab = ba (daugybos perstatomümo dėsnis); 
4) a(bc) = (ab)c (daugybos jungiamūmo dėsnis); 
5) a(b + c) = ab + ac (skirstomümo dėsnis). 

Kad їг koks būtų a є R, yra teisingos lygybės 


a+0=a, а-0-0, aq. 1 = a: 
9. Prisiminkime ir veiksmų su racionaliaisiais skaičiais apibrėžimus: 
1) a-b =a + (-b); 


2) iege adeat, kai a z 0; 
a 


ads ue. 

) b d bd’ 
a e ad с 

4) —:—- —, Каі — #0; 

DIDI ТҮ идя 
асай Ebe 
2434- : 

5) bed bd 


6) jei a + b =a + c, tai b = c; 

7) jei ab = ac ira +0, tai b = c; 

8) ab = 0 tada ir tik tada, kai a = 0 arba b = 0; 
9) гийн tada ir tik tada, kai a = 0, b +0. 


Veiksmų su realiaisiais skaičiais apibrėžimai ir savybės taikomos pertvarkant 
algebrinius reiškinius, sprendžiant lygtis. 
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1.3. REALIŲJŲ SKAIČIŲ PALYGINIMAS. 
REALIŲJŲ SKAIČIŲ INTERVALAI 


Teorinės žinios 
1. Turime du realiuosius skaičius a ir b. 
Jei a — b yra teigiamasis skaičius, sakome, kad a didesnis už b (a > b). 
Jei a -b yra neigiamasis skaičius, sakome, kad a mažesnis už b (a < b). 
Jei a — b = 0, skaičiai a ir b yra lygūs (а = b). 


Pavyzdys. Palyginkime skaičius a --Ž, Б----. 


3 s cde 09 


Sprendimas. a-b=--+—= >0, todėl a > b. 


7714 Eo Ug 


3. Prisiminkime teiginius: 


q < 0 .< 1 < эс: 


Sanayi El "apad 
ab » 0 tada ir tik tada, kai b»0 arba b<0; 
b<0 b>0. 
Jei a <b, d > 0, tai ad < bd. Jei a < b, k < 0, tai ak > bk. 


Te . [a»0 a « 0, 
ab « 0 tada ir tik tada, kai arba 


i a> 

Galime užrašyti: Ja? БАР ` =" 
Pavyzdžiai: 
1) (3-3: |-7|=7; 
2) (22-45) -р-45|-45-2 (nes 2-45 <0); 3-0-1|-34(к-2)-л41. 
5. Prisiminkime realiųjų skaičių intervalų sąvoką. 

1) Uždarasis intervalas 

[а b] =i xja cre by ИРИСИ 

2) Atvirasis intervalas 

(a; b)={x|a<x<b} o — p 
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Taip pat intervalai 


3) [n b) -[x|asx «b; — t 
4) (a; Ь]={х|а<х<Ь}; — 24 —> 
5) [a; *e)-[x|xzak а. 
6) (a; *e)e[x|x»ah  — 2220» 
1) (зэ: нэ LL 


8) (es b)-[x| x«b]- -——zzzzzzz p 
Pavyzdys. Panagrinėkime intervalus A = [2; 5), B = (3; 6). 


2 3 5 6 * 


Ju sankirta A(1B = (3; 5), sajunga AUB = [2; 6). 
Intervale А esančių sveikųjų skaičių aibė ANZ = (2, 3, 4}. 


6. Susipažinkime su nelygybių sistemos ir visumos sąvokomis. 


X«2.. + 
Nelygybių sistemos pavyzdys: p > Cia turima omenyje abiem teiginiais užra- 


šytų intervalų sankirta, t. y. (—; 2)N[-1; +) = [-1; 2). 
Nelygybių visuma, pavyzdžiui, x < 1 arba x 23, nusako atitinkamų intervalų 
sąjungą (—°; 1)0[3; +e). 


1.4. ALGEBRINIŲ REIŠKINIŲ PERTVARKIAI 


Pradėkime nuo racionaliųjų reiškinių. 


Racionalieji reiškiniai skirstomi į sveikūosius (be kintamųjų vardikliuose) ir 
trupmeniniūs (kai vardikliuose yra kintamųjų). 
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2 3 
Sveikuju reiškinių (daugiánariy) pavyzdžiai: 2x-3; x- y; d F 
хогоо» го 
rupmeniniy reiškinių pavyzdžiai: > x -у , "y . 


Pavyzdžiui, skaičius x, = 3 yra daugianario Р(х) = х? – 2x? - 9 šaknis (įsitikin- 
kite). 
3. Pertvarkant racionaliuosius reiškinius, svarbu mokėti reiškinį skaidyti dau- 
gikliais. Pagrindiniai skaidymo daugikliais būdai: 


1) bendrojo daugiklio iškėlimas prieš skliaustus: 
ab + ac = a(b + c); 
2) grupavimas; 


3) greitosios daugybos formulių taikymas: 


a? - b? = (a - b)(a + b); 
a? - 2ab + b? = (a - by 
а? + 2ab + b? = (а + Ь)2; 


a? - = (a - b)(a? + ab + b?); 
а + b? = (a + b)(à? -ab + b?). 


4) kvadratinio trinario skaidymo daugikliais taisyklė. 


Jei kvadratinis trinaris turi realiųjų šaknų, tai 


ах? + bx + c = а(х-х,)(х-х,), kai a+0; 


čia x, ir x, — trinario šaknys, t. y. kvadratinės lygties ax? + bx + c = O sprendiniai, 

x, NEC 2 dur D = b? - 4ac — diskriminantas. 
2a 2a 

a(a - 2) b(2— b) 


Pavyzdys. Suprastinkime trupmena ECC 


Sprendimas. Grupavimo būdu išskaidome skaitiklį daugikliais: 
a(a — 2) + b(2 — b) = а — b? — 2a + 2b = 
= (a — b)(a + b) - 2(a - b) = (a - b)(a + b - 2). 


(a-b)(a*b-2) | 
aiba 


Todėl b. 
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x -8 


Pavyzdys. Suprastinkime reiškinį ает 


Sprendimas. Skaitiklį i$skaidome daugikliais taikydami kubų skirtumo for- 
mule: x3 - 8 = xš - 2 = (x — 2)(х? + 2x + 4). 

Vardiklyje taikome kvadratinio trinario skaidymo daugikliais taisyklę. I$spren- 
de kvadratinę lygtį x? -7x-- 10-0 gauname x, = 2, x, = 5. 
(x-2)x^*2x*4) x +2x+4 


"e = Е РЕЖ = 
Todėl x? – 7х + 10 = (x - 2)(x – 5). Tada (x-2)x-5) x= 


Nagrinédami iracionaliuosius reiškinius Ко! kas kalbame apie reiškinius, kuriu 


kintamieji yra kvadratinės šaknies pošaknyje, pavyzdžiui: 


Ух 2x -4x-2, J. 
x vin 


n 


Pavyzdys. Panaikiname iracionalumą vardiklyje: 


6 6/3 6/3 243 eet 
"EE REB s o. Ueber 

8 8(”5-1) | 8(45+1) 
BAE за Оо) 


2(Nš-43) 2048-48) 
ШЕЕ ez ` 


kai x € 2. 


Kai x= 2. “27 17 20 


TE 242 42 2 


Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Kokius skaičius vadiname natūraliaisiais? racionaliaisiais? iracionaliaisiais? 


2. Kiek sveikųjų skaičių yra intervale: 
a) [-2; 0); b) (-1; 51010, 7); c) [-1; 2)U(1; 3]? 


MENO a OE 6; 3-2 
3. Kuo skiriasi sveikieji reiškiniai nuo trupmeninių? Ar reiškinys 2 - уга 
trupmeninis? 

4. Nurodykite teisinga teigini: 


12 | XI klasė 
a) 2є [2; 51013: 7]; b) (0, 2)n[2; 3) = Ø; 
c) (0; 2] c [-1; 2); d) ZUQ = R. 


5*. Ką vadiname skaičiaus moduliu? Kam lygu |3,14- n|? 


Orientaciniai uždaviniai 


1. Atlikite veiksmus: 
a) AUB, АПВ, kai = {-1, 2, 5}, B= 42, 9}; 
b) М(11-3, 0, 1, 9}. 


2. Apskaičiuokite nurodytos aibės sveikųjų skaičių sumą: 
a) [-7; 9) (3; 11]; b) (2; 6)U[3; 10]. 
3. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


279+279-49 ` 72-72-51 | 
150--150-278” 144-144-49” 


126? -124?. 273° -273-23 


©) 1507—1007 ) 6.2731 273-994 


4. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


ap S 
3 


5. Išskaidykite daugikliais: 
a) 9a?b — 16ab?; 

b) 9a? – 1652 + 4b - За; 
c) xG - 1) + y(1 - у); 

d) 849 + 64ab^; 

e) x° — 64. 


6. Suprastinkite trupmena: 


a(a-1)-b(b-1). b 
a+b-1 Ч ) х? –25 


yä 8-а 


Хэл 21779 
X c2 


c) 


7. Suprastinkite reiškinį: 


S St ы ipn Жыз = Lf ЖЕРЕ 
x x-42x ) abx+ab? ађх+ах?’ 
4 2 2 3-2x) x -x 
4 За 
e) а= X БХ d) Е Ж z) 8 
1 25 х-6 
e ==; — 
) E ой? E x!-9 D 4x4. 0. 
x-8 
8. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
1 " 2 
а) 2148 


1 4 
ЧК +2 4843 
m А 
°) mA Xll 
9*, Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
a) 8-45|--45| 


b) |1-3|+|21-7|+ z; 


c) |2-1-3 i - v2] 3 -2* 8; 


n|1-n|-2 


9) т-2 


105. Suprastinkite reiškinį: 
за. 

а) TT 3 E- з./у; 

o SPINE 5) 


NEUES 
ЕГ 


„Ух +ух-1 
Ш г хээт, 
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11*. Apskaičiuokite reiškinio 4x? ed reikšmę, jeigu 5-236, 
X x 


2 


13 
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XI klasė 


Pasitikrinkite 
1. Plaukikas turi nuplaukti tam tikrą atstumą pirmyn ir atgal per kiek galima 
trumpesnį laiką. Kur jam geriau siekti rekordo — upėje ar ežere? 


Sprendimas. Tarkime, kad atstumas plaukiant į vieną pusę lygus s (m), plaukiko 
savasis greitis x (m/s), upės tėkmės greitis y (m/s), x > y. 


Plaukimo laikas ežere T, a. upėje T, ы 1 ДА 

х x+y x-y 
TL-T-—3 43 (28 s(x-y)*ts(x*y)-2s(xX!-y ) |“ 25у 
t к-р х х(х+у)(х- у) x(x -yy 


Kadangi s > 0, x > 0, y > 0, х? > у? (nes x > y), tai T,- T, > 0, t. y. T, > T,. 
Taigi upėje plaukikas užtruktų ilgiau. 
Atsakymas: Ežere. 
2. Apskaičiuokime т Ка! "MR x>0. 
х dx 
: : 2 š 2 
Sprendimas. Kadangi Ух >—, tai а, 


vx Ух 


Lygybės Ух D abi puses keliame kvadratu: 
X 


(s) o [ =e, 4: 


PE aT 
х 


x4 A 220. 
x 


Atsakymas: 20. 
1 à: 2 - 
2- J5 J5 + 43 reiksme. 


Sprendimas. Panaikiname iracionaluma vardikliuose: 


2 _ 263+) | 2(340). I 
43-1 (43-0(/341) 3-1 =vV3+1; 


2 
3. Apskaičiuokime reiškinio 43.47 


1 452 4542 m, 
235 075260: 4-5 Ге 
2 2045 - 43) .245-43) їл 


BB B 55 


Sudėję gauname: 


43-1-45-24-/5-43--1, 
Atsakymas: –1. 


1 SKAIČIAI IR REIŠKINIAI | 15 
3 х(х? +1)-10 
4*. Suprastinkime reiškinį “х(х+2)+5 ` х+2)+5 
Sprendimas. Skaitiklį išskaidome daugikliais grupavimo būdu: 
xx? + 1) - 10 = х +х-10 = 02-22 +х-2 = 
= (x -2)(x + 2x + 4) + (x-2) = (x -2)( + 2х + 5). 
Prastiname trupmeng: 


(x- 26. +2x+5)_ 
xY!-2x45 


5*. Apskaičiuokime reiškinio 49—44/5 «B-245|-3/5 reikšmę. 
Sprendimas. Pertvarkome pirmąjį nari: 49-445 = 42? -2-2/5 +(4/5) = 


= 2-45y -р-45|--0-45)-45-2, nes 2-5 <0. 


Antrasis narys з - 25 --(3-245)-245-3, nes 3-245 « 0. 
Todėl reiškinio reikšmė lygi /5 24-245 - 3-345 = –5. 
Atsakymas: —5. 


6*. Suprastinkime reiškinį „= É, kai x < 0. 


a Wis an G + 297 ха – х? ЕЯ хилээ g ea 
Sprendimas. = 224 acm B = ЛЫ 25 - K 


" TA Р 
7*. Apskaičiuokime reiškinio 7—— — ——- reikšmę. 
Үт? - 1214-36 
Sprendimas. Pertvarkome skaitiklį. Kadangi 6— x» 0, tai |6- 1|=6- m; 
-6nt6-n-m-7nt6-mJ-6n-(n-6)-2m(n-6)-(n-6)- 
= (n - 6)(n - 1). 
Pertvarkome vardiklį: 
үл? -121+36 = J(1-6)' 2[n-6| 26- n, nes 1-6 < 0. 


(n-6)(n-1) __ =... з! еде 
6-т 6-7 


Todėl reiškinio reikšmė yra lygi 


Atsakymas: 1 – л. 
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Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Suprastinkite reiškinį: 
€ 3: 6 b-6x. 


a) 5 


x 


yo 
2. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


200. V36? — 36-24 +12 


— i b 
a) е == ) 112 
1 
—+2 
3 
3. Panaikinkite iracionalumą vardiklyje: 
Žas Ad 
a) Жз” b) LEE 
x 


А =4. Apskaičiuokite >. 
х-2у X 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Sportininkas bėgo pirmyn greičiu a (m/s), tą patį kelią atgal greičiu b (m/s). 
2ab 
a) Įrodykite, kad viso judėjimo vidutinis greitis išreiškiamas reiškiniu € 


] эр шав! 
b) Apskaičiuokite šio reiškinio reikšmę, jeigu žinoma, kad are 
UT A M ИЕ, ШЕ uM 
2. Apskaičiuokite reiškinio 3-7 2-0) 48-4 reikšmę. 


2 2 
. 3. Apskaičiuokite reiškinio 92) + (2+1) reikšmę, kai x“ ка =3. 
х x х 


x'+x+|x+4| 


2 , jeigu Zinoma, kad x « -4. 


4. Suprastinkite trupmena 
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2.1. LAIPSNIS SU SVEIKUOJU RODIKLIU 


Teorinės žinios 


1. Laipsnis su natūraliuoju rodikliu: 
ae R — laipsnio pagrindas, 
neN — laipsnio rodiklis. 


Pavyzdžiai: 1) 2>=2-2-2-2-2.2 = 64; 
2) (-3)* = 3* = 81; 
3) (-5)* = -5 = -125. 


2. Laipsnis su sveikuoju neigiamuoju rodikliu. 


Jei ne N, tai 


12-01 
Pavyzdžiai: 1) 27 =—=—; 
avyzdžiai ) 25-32 


-2 -2 2 
3) Gees) (8) 47) 285 45:06 
9 18 5 25 
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3. Laipsnis su nuliniu rodikliu a° = 1, kai a #0. 


4. Taigi laipsnis su sveikuoju rodikliu a", n € Z, apibrėžtas su visomis realiosio- 
mis pagrindo a reikšmėmis, kai n > 0, ir su visomis nenulinėmis pagrindo a reikš- 
mėmis, kai n < 0. 


2.2. ŠAKNIES SĄVOKA 


1. Tarkime, kad a 20, o n 22 — lyginis natūralusis skaičius. 


Zymime b=*/a; čia a — n-tojo laipsnio šaknies pošaknis, 


b — n-tojo laipsnio šaknies reikšmė. 
Pavyzdžiai: 1) \/16=4 (n = 2), nes 4 = 16, 4 > 0; 
2) 481-3 (1-4), nes 3* = 81, 3 > 0; 
3) 564 =2 (n = 6), nes 25 = 64, 2 > 0. 


Lyginio laipsnio šaknis su neigiamuoju pošakniu (pavyzdžiui, 4/-16, -/-3) netu- 
ri prasmės. 


Pavyzdžiai: 1) 38 =2, nes 2 =8; 
2) 4/-8 2 2, nes (-2) = 28. 


Kai šaknies laipsnio rodiklis nelyginis, yra teisinga lygybė qd-l« = ај j 
pavyzdžiui, 4/-2--4/2: 34-32 = -3/32 = -2. 


а|, kai n — lyginis, 
Iš šaknies apibrėžimo išplaukia, kad Va" = а i E i 
4, kai n — nelyginis. 


Pavyzdys. Apskaiciuokime reiškinio 4(2 —/5)* +3(1-/5)* reikšmę. 
Sprendimas. 4(2 E Ve р -45 | -4/5-2, Ja —/5)=1- 45. Sudéje gauname: 
45-2-41-45--1. 


Atsakymas: -1. 
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2.3. LAIPSNIS SU RACIONALIUOJU RODIKLIU 


Teorinės žinios 


Tarkime, kad д= — — teigiamasis racionalusis skaičius, m e N, n e N, n 22. 
n 


Neneigiamojo skaičiaus a > 0 laipsnis su rodikliu д apibrėžiamas kaip n-tojo 
laipsnio šaknis iš a", t. y. 


m 

m » i 
а“ =a" = а" = (Na) „kaia20, п, me N, n22. 
Laipsnis su racionaliuoju rodikliu a^, q € Q, yra apibrėžtas su visais neneigia- 


maisiais a, kai g > 0, ir su visais teigiamaisiais a, kai g < 0. Tada a м == 


2 24 
Pavyzdžiai: 1) 7% 275 = AT. = 3/49; 2) 83=—=——=—=— 


1 1 1 1 


4329. 1 23/32. 3 
325 
Kai pagrindas neigiamas, laipsnis su racionaliuoju rodikliu, kuris néra sveikasis 
skaičius, neapibrėžtas. 


3) 32% = 


2.4. LAIPSNIS SU REALIUOJU RODIKLIU 


Teigiamas pagrindas a > O turi apibrėžtą laipsnį su realiuoju rodikliu. 

Kai realusis rodiklis yra racionalusis (t. y. sveikasis arba išreikštas paprastąja 
trupmena), viskas aišku. O kaip suprasti laipsnį su iracionaliuoju rodikliu? 

Panagrinėkime, pavyzdžiui, qu. Kadangi 3 > 1, о 1,41< V2 «1,42 (t. y. 1,41 — 
iracionaliojo skaiciaus /2 racionalusis artinys su trükumu, 1,42 — racionalusis 
artinys su pertekliumi), tai 357 < 3^ < 31⁄2 o laipsnį su racionaliuoju rodikliu jau esame 
apibrėžę. Apskaičiavę apytiksliai su skaičiuokliu, gauname 3'* = 4,707, 3' = 4,759, 
todėl 4,707 < 3^ < 4,759. 

Bet šį procesą galima tęsti ir toliau, t. y. ieškoti tikslesnių skaičiaus /2 racio- 
naliuju artinių, pavyzdžiui, 1,414 < /2 < 1,415. Todėl 3'** « 37 < 355, t, y. 
4,728 « 37 <4,734. 

Taigi gavome jau tikslesnį 37 artinį. Matematikoje įrodyta, kad tęsiant šį procesą 
be galo, reikšmės 302 artiniai artėja prie tam tikros reikšmės. Ji ir laikoma 372 reikšme. 

Pavyzdžiui, 32 = 4,728804388..., 5% -16,24245082.., 2" = 8,824977827...yra be- 
galinės neperiodinės dešimtainės trupmenos (iracionalieji skaičiai). 
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2.5. VEIKSMU SU LAIPSNIAIS TAISYKLĖS 


1. Veiksmų su laipsniais taisyklės yra teisingos lygybės su visais realiaisiais 
laipsnio rodikliais œ € R, B e R, kai a > 0, b > 0. 


i а°а® = а°*®, 
1 1 20 1 2,1 
Pavyzdys. 34.23 =3/22 -23 223.23 22353 221 22, 


2v. —=a 


1 
Pavyzdys. ix = 312-07 235 232 — 3, 


3". (49) = ад, 
m. NN 
Pavyzdžiai: 1) (275) 220 v “алалы, 
1 1 
2) {8.44 284.45 =(23)4.(22)8 =2*.2#=2* *=2!= 
4". a*b* = (aby*. 
212312 (2-3)? 62 З 1 
Pavyzdys. “6в B эы 1 арт 
a (fa, 
v Roxio 
5”. (s) 
sedes A i 
Pavyzdys. mw "(2 = 1605 =164 = 416 -2. 


Pastaba. Nors veiksmu taisyklés suformuluotos laipsniams su teigiamais pagrin- 
dais (a > 0, b > 0), a ir b reikšmės, atsižvelgiant į laipsnių rodiklius, gali būti ir 
kitokios. Pavyzdžiui, jei laipsnio rodikliai natüralieji, tai 1", 3", 4“ taisyklės yra 
teisingos su visomis a ir b reikšmėmis, o 2“ ir 5" taisyklės tada, kai a #0 (b z 0). 


2. Paminėsime dar du teiginius, kurie taikomi sprendžiant uždavinius. 


1“. Jei а =а!,ах> 0, а+1, tai к= 1. 
К К 
Tikrai ==, antra vertus (nurodyta salygoje), 2. =1. 
a a 


Iš čia išplaukia, kad a*-! = 1, t. у. k-l = 0, К = 1. 
2". Jei a = ba > 0, b > 0, k z 0, tai a = b. 
Si teiginj siülome pagristi savarankiškai. 
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3. Skaičiaus užrašas a - 10", n e Z, 1 <|a|< 10, vadinamas skaičiaus standartine 
išraiška. Laipsnio rodiklis п vadinamas skaičiaus eilė. 


Pavyzdžiai: 1) 120 000 = 1,2- 105; 
2) 0,000135 = 1,35 - 1075 
3) 0,00876 = 8,76 - 107. 


Skaičiaus standartinė išraiška vartojama dirbant su labai dideliais (pavyzdžiui, 
astronomijoje) ir labai mažais dydžiais (mikrobiologijoje, chemijoje ir pan.). 


2.6. LOGARITMO SĄVOKA 


Sąlyga a > O būtina, nes / — realūsis láipsnio rodiklis. Sąlyga a + 1 būtina todėl, 
kad priešingu atveju a! būtų lygus 1 su visomis / reikšmėmis. 

Kadangi esant teigiamam pagrindui b = a! > 0 su visais / £ R, tai logaritmo argu- 
mentas (logaritmuojamasis reiškinys) b yra teigiamasis skaičius. 

Logaritmo reikšmė / gali būti bet koks realusis skaičius. 


Pavyzdžiai: 1) 10р,8 = 3, nes 2 = 8; 2) log; 1 = 0, nes 6° = 1; 


1 1 
3) log, — =-3, nes 55-08 4) log, 3-5 nes 92-3, 


125 


arii ws = A Fu ria S ES 
Pavyzdžiai: 1) Ig 1000 = 3, nes 10° = 1000; 
2) lg 1 = 0, пеѕ 10° = 1; 


3) Ig 0,01 2 2, nes 102 = 0,01. 


3. Norint nustatyti logaritmo reikšmės ženklą, galima vadovautis tokiomis taisyk- 
lėmis. 

1“. Su kiekviena a > 0, a 1 reikšme log,1 = 0. 

2". Jaia>1irb> larba0O<a<lirO<b< 1, tai log, b > 0. 


3“. Jei O<a<lirb>1arbaa>1irO<b< 1, tai log, b < 0. 


Pavyzdžiai: 1) log,5 > 0; 3) log,; (42-1) 20; 
2) 108,:1,4 < 0; 4) 1g 0,9 < 0. 
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4. Logaritmo apibrėžimą galima užrašyti lygybe 


a“? =b, kai a>0, az1, b>0, 


kuri vadinama pagrindinė logaritmine tapatybe. 
Pavyzdžiai: 1) 399-10; 10% =2; 
2) 81:5 2 (2° ү, 2 (218:5)? = 53 Эс 125, 
3) 3^0 23-902 = (39602) 0,27 «5, nes log,0,2 < 0. 


2.7*. LOGARITMU SAVYBĖS 


Suformuluokime ir įrodykime logaritmų savybes. 
1". Su kiekvienu a > 0, a +1, kai b > O irc > 0: 
log,b + log,c = log, (bc). 


Įrodymas. Taikome veiksmų su laipsniais taisykles ir pagrindinę logaritminę 
tapatybę: 
а! log c нэ qo. “ай с = bc. 
Antra vertus, q^ 09 ТА 
Gavome: alogab+log,c — glog (b) 
Kadangi a > 0, a z 1, i$ šios lygybės išplaukia įrodomoji savybė. 
Pavyzdys. Ig 20 + lg 5 = lg (20 : 5) = 1g 100 = 2. 


2“. Kai b > 0 ir c > 0, su kiekvienu a > 0, az 1: 


log, b —log, c = log, (5) 
c 
Si savybė įrodoma analogiškai pirmajai savybei. 


Pavyzdys. log, 54—10og,2 = log, (2 = log, 27 =3. 


3". Kai a > 0, b > 0, а # 1, su kiekvienu realiuoju a: 
 log,(b*) = alog,b. - 


Įrodymas. a"*^? = р“, Antra vertus, taikydami veiksmų su laipsniais taisykles 
gauname: a“? —(g^*^)* = p*, Taigi 2%) = а%. 


Kadangi a > 0, a + 1, iš šios lygybės išplaukia 3“ lygybė. 
Pavyzdys. log, (365) = 3510g,36 = 35.2 = 70. 


4“. Su kiekvienu realiuoju o z 0, kai a > 0, a £l, b > 0, 
log ; b=Žiog, b. 
Šią savybę siūlome įrodyti savarankiškai. | 


Pavyzdys. log, 16 = log; 16 = Žlog, 16= i .4 = £, 


5". Kad ir kokie būtų o z 0, kai a > 0, b > 0, a #1, 
log, b = log, (b°). 
Šis teiginys išplaukia i$ 3" ir 4" enm 
Pavyzdys. log, 12 *log,, 9 = log, 12 + logos (9?) = 
= log, 12 + log, 3 = log,(12 -3) = log, 36 = 2. 


6”. Logaritmo pagrindo keitimo taisyklė. 
Su bet kokiu c > 0, с z 1, kai a > 0, b > 0, a z 1, 


tapatybe: 


log, b = log, 9 i 
 log,a 
Įrodymas. Taikome veiksmų su laipsniais taisykles ir pagrindinę logaritmine 
LL = (ск) - а! = Ь, 
с! = b. 
Taigi 


cle ^ log. b ш n 
Kadangi c > 0, c # 1, gauname: 
log,a · log, b = Іор, Б. 


Šias lygybės abi puses padaliję iš loga #0 (nes а #1), gauname įrodomąją 
formulę. 


log,81 4 
Pavyzdys. log, 81= —22— = —. 
vyzdys. log, log,27 3 
Pavyzdys. Apskaičiuokime log,5, jei lg 2 = І. 
в(2) 

: lg 5 2 1g10-1g2 1-1 

S d . log,5S=——=— —=—=—. 
prendimas. log, 12 I 1р2 ] 


Pavyzdys. Apskaiciuokime log;3 · log, 125. 


Sprendimas. 10р; 3 · 10р, 125 = 10р; 3 CEST 
085 


2T log, 125 = 3. 
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Atsakymas: 3. 
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Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Apibrėžkite laipsnio su natūraliuoju rodikliu ir sveikuoju rodikliu sąvokas. 
2. Paaiškinkite laipsnio su racionaliuoju rodikliu sąvoką. 

3. Su kokiomis x reikšmėmis yra apibrėžtas reiškinys: 

а) x^; b) (x - 2)5 c) t d) x P; 

e) Ух: f) Ух-3; g) 2°? 

4. Kas daugiau: 

a) 3^ ar 31; БЫ) 4У ar 16; 

€) S! ar 57) d) 0,712 ar 0,729 

5. Suformuluokite ir užrašykite jums žinomas veiksmų su laipsniais taisykles. 
6. Ką vadiname skaičiaus standartine išraiška? Kur ji panaudojama? 

7. Kam lygu 10 % skaičiaus 10102 

8. Paaiškinkite logaritmo sąvoką. 

9. Užrašykite pagrindinę logaritminę tapatybę ir iliustruokite ją pavyzdžiu. 
10. Ar turi prasmę reiškinys ir kodėl: 


a) „log, 0,3; b) 4867: с) iflg (1-3); d) 
11. Su kokiomis x reikšmėmis reiškinys turi prasmę: 
а) log,3; Б) 10р, (х); с) log; (x)? 


? 
log; 1 


Orientaciniai uždaviniai 


1. Apskaičiuokite: 
a) (0,2? — 0,25-2905: b) (3424 0,25 *5y; 


0-1) (2): Я 2 р 0,5 
01273) gl 5 ) |820,2. 1. 


2. Apskaičiuokite: 


5! И 5 I 5” 86 р 412 
а) 58:55:57 9) 648727" 
35. Apskaiciuokite: 
4n n+1 
45 4 918 3.2 -2-16 E 22955 4. 1003-2206 
T 
? 22006 i 2205 


339 од 83 озон 
45. Apskaičiuokite ab, jeigu 3° = 25, 5^ = 81. 
5. Apskaičiuokite: 


3 
a) 454292. b) 3/0,01 - /10 - 0,1; c 


a 
oN 
ER 


шу 
со 

Ex 

° 
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6*. Apskaičiuokite: 


i R. 0,255 + 525 Y2 + V16 3128. 
LE AEL ?) 16.2: 
2 y=} 
7*. Apskaiciuokite У3х, jeigu 27 
2? -x = 
8*. Apskaičiuokite: 
a) (>, b) 0,25>.53*5 .2573, 


9*, a =2-107, b = 5- 10%. Apskaičiuokite 2a — b. Atsakymą parašykite stan- 

dartine išraiška. 

10. Apskaičiuokite remdamiesi logaritmo apibrėžimu: 

a) 10g,81; b) log £ (x^); c) 1g 0,0001. 

11. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 

a) 6195 +10807. b) 361086 V5 + lonas 2. c) 49!o8:3-1og; 12. d) 100267162112 

12. Nustatykite reiškinio reikšmės ženklą: 

а) a = log, 15; b) b = log, (1-3); 

с) c = (log;;0,9)1og,0,7; d) d = (log,,1,2) Ig 0,5. 


13. Išspręskite lygtį x^ -3^** = 6. 

14*. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
a) 108,9 + log, 4; 

b) log, (V7 - v3) + log, (V7 +3); 

c) log,54 – log,2. 


lg 9 
15*. Stačiakampio kraštinių ilgiai а = log, 5, E Apskaičiuokite 


stačiakampio plotą. 


Si 
16*. Suprastinkite reiškinį log 5) Rs kai m>0, mz1, k>0. 
" m lgm 
17*. Žinoma, kad lg 5 = a. Apskaičiuokite: a) lg 8; b) log, 50. 


Ig32-1g4 
18*. Apskaičiuokite: Ig16-1g8' 
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Pasitikrinkite 


143 
ZA 
5 
2027 


1. Apskaičiuokime reiškinio reikšmę. 


Sprendimas. Kadangi E -2", reiškinį užrašome taip: 
227 Ë 3 т ЯЛЫ 97105 + 3 I 21002 2-9 : 23 + 3 " 2710 3 22 
5234119 549.4 387 5-29:247-29 7 
1827 412.27 | 20-277 ..20 

10.2*.07.27 17.29 дү, 


20 
Atsakymas: 17 
2. Apskaičiuokime 3/9 . 3/3 - 9/81. 
1 
Sprendimas. ar а = а", tai 
10.43.981 - 9.35. 815 = (3i. 3. ys = 35.39 318 233 9$ 3:23 


Atsakymas: 3. 


710? 
3*. Apskaičiuokime х ir ЇЕ jeigu 3 
У 2” +x= A 


Sprendimas. 15 antrosios lygybés atéme pirmaja, gauname: 2x — (5-3) L. y. 
= у(3-° – 3710), 


Kadangi 39"—37—-3.3"7—3 = 2.330 = 2 tai 2x = A 


: 4 
I$ Ча gauname LEN todėl 1)— = 
y 3 p 
. | Ч”? zt date adim d 
Dabar sistemos antrosios lygybės abi puses dauginame iš 3 rure x 


22 
Kadangi у = x - 3", tai t3 


Та ы 
33” 
2ж=2°[0, 
к= 2”, 


todėl Vx -2. 
Atsakymas: PES 2, E = Z. 
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2" +1003-27*! 


4. Apskaičiuokime: Тару 


Sprendimas. Kadangi 2771 = 2". 2, tai 
2'41003.2"! 2"41003.2-2" 2"(1+2006) _ 2007 
275227 2".2-2" 2"(2-1) N 
Atsakymas: 2007. 


33 
55, Apskaičiuokime: ш 28у 


Sprendimas. (2® +6. 2%)" = (2^. 2+2%. 6) "= (28-97 


- (25 жү? s[e 009062646, 

Atsakymas: 64. 
6. Žinoma, kad a = 6 · 107, b = 8. 10%. 
Apskaičiuokime 3a – 2b. Atsakymą užrašykime standartine išraiška. 


Sprendimas. За -2b = 18 · 107 – 16 · 10% = 18 · 107 – 16 · 107*! = 
= 18-107 – 16 · 10. 107 = 107(18 – 160) = –142 · 107 = 
=-1,42-102-107 = -1,42 - 105. 
Atsakymas: –1,42 · 105. 


1 1 
7*. Apskaičiuokime x? + x? ir x? +x 2, jeigu x + х! = 4. 


Sprendimas. Lygybés x + x! = 4 abi puses pakėlę kvadratu, gauname x? + 2 + 


+x = 16, todėl x? + x? = 14. 
1 


ger Tg 

Dabar pažymime 5= x? +х ?, s» 0. Pakėlę kvadratu sudarytos lygybės abi 
puses, gauname 52 =x + 2 + х, t. у. 5 = x + x + 2. 

Todėl s? = 6, 8-4/6. 

Atsakymas: 14: -/6. 

8. Apskaičiuokime: 

а) 3983 — log, 64; b) 0,2^59* 4 log... 5; с) 36:29. 

Sprendimas 


a) 3"5* = 5 (pagal pagrindinę logaritminę tapatybę), log,64 = 3, nes 4? = 64. 
Atéme gauname: 5-3 = 2. 


Atsakymas: 2. 
) 4255.31 5 1 
b) 0,2559 + log; 5 = (577804 4 — = (550104) + 243) Tl2l4—-3. 
£57 57) (“Музы =| aera 
Atsakymas: 3. 


wi ртс api k ma авы 
) 36085? (6 joe (6^? ) 92 81 9 


орь 


Atsakymas: —. 
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tai 


logs (Va Jb) 


9. Suprastinkime reiškinį (Va - Jb): 5 5)-5 4108”, kai a>0,b> 0. 


Sprendimas. Pagal pagrindinę logaritminę tapatybę 5 - hd шан = Ja + Б, 


108659) = а + b. Taigi (Va - Jb)(Va +/b)+a+b=a-b+a+b= 2. 


Atsakymas: 2a. 
10. Nustatykime reiškinio Ig 0,7 - log,; (1 — 3) · log, 9 reikšmės ženklą. 


Sprendimas. A —1g0,7 < 0, nes 10» 1, 07 < 1; 
В = log, (n - 3) > 0, nes 0,2 < 1, л-3 < 1; C = log,9 > 0, nes 6 > 1, 9 > 1. 
Todėl ABC < 0. 


11*. Apskaičiuokime reiškinio reikšmę: 


a) log, 27 -10og, 512; b) log, 36° - log; 36; 
1 log, 27 
с) (log, 64) - log, (4) 4) Тош 317 
Sprendimas 
27 9 
a) 10р, ; 27 -1og,,12 —log,;| — 12 = 108; T -2. 


Atsakymas: 2. 
b) log, 36° log; 36 = 3log, 36 + (log, 36) 23.242? 2648-14. 
Atsakymas: 14. 
c) Peréje prie pagrindo 2, gauname: 
10g,64 
log, 3 


24108,3 _ 
log, 3 


orato vo ut -24. 
log, 3 


Atsakymas: -24. 


log,27 108,(3)) 3log,3 9 
DE = B 
log,81 log,.(3*) 210,3 4 


Atsakymas: T 
12*. Apskaičiuokime reiškinio reikšmę: 
а) log; 12,5 + log,54; b) log, (42-45) + log, (42 45). 
Sprendimas 
а) log; 12,5+108,;4 log; 12,5+ log > 44 = log, 12,5 + log; 2 = log, 25 = 2. 
Atsakymas: 2. 


b) Kadangi log, (V2 -45) = log, (42-45) J tog, |V2 - J5|- log, (V5 - /2). 


log, (V5 - /2) log. (V5 + V2) = log, ((V5 - /2)(V5 + 2)) = 1og. (5-2) 2 10g, 3- 1. 


Atsakymas: 1. 
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135, Apskaičiuokime Ig 5, kai Ig 16 = A. 


Sprendimas 


10 1 1 Wi 4024 
185-18|:-1-10610-142-1-122-1--1 (29)-1--1616-1-2----2, 
g 45) g g g 184 ) 1 ® = 


4-А 
Atsakymas: —. —- 


| | | Kontrolinio darbo pavyzdys | 
1. Pasirinkite teisingą atsakymo variantą: 
PSAS SIS 
A255; B25; C5; D55, E5. 


67 5 6 
36° .493 ` 
3. Suprastinkite xx. 


4.а-3-107, b = 105. Apskaičiuokite 2a — Б. Atsakymą užrašykite standartine 
išraiška. 


2. Apskaičiuokite 


5. Apskaičiuokite: 
a) logos 16 — 3 log; 125; b) Зб 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Pasirinkite teisingą atsakymo variantą: 


22006 + 2206 — , 
A Дахь, B 2200: C) 2/012. D 44012 


2. Skaičiai а ir b tenkina lygybes a -b = 107, 2a + 3b = 10^. Raskite šiuos 
skaičius ir užrašykite juos standartine išraiška. 


3. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


T a cea 
Mm ) (3** «6.3 


йг 
4. Suprastinkite reiškinį log,(x - y)? + 2 log;(y – x), kai x < y. 


5. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
а) log,5 - 10g,,64; hj ханийг! хыг 


3 
 FUNKCUOS SĄVOKA.L 
IR NEYGYBÉS 


3.1. FUNKCIJOS SAVOKA 


Teorinės žinios 


i = INCL: 


Pirmą kintamąjį (x) vadiname nepriklaüsomuoju kintamūoju (fūnkcijos argu- 
mentū), antrą kintamąjį (y) — priklaūsomuoju kintamūoju (fūnkcijos rėikšme). 


Funkcijos y = f(x) apibrėžimo sritį žymime simboliu D(f), reikšmių sritį — 
simboliu E(f). 
4. Funkciją galima išreikšti įvairiais būdais: lentele, formule, grafiku. 
Lentele gali būti išreiškiamos funkcijos, apibrėžtos baigtinėje aibėje. 
Pavyzdys. +|11213|4 
у 13 1517 19 


Cm D= 12,3, 4}, E= 13, 5, 7, 98, 
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Reikšdami funkciją formule, rašome reiškinį, kuriuo remiantis kiekvienai nepri- 
klausomojo kintamojo x reikšmei iš funkcijos apibrėžimo srities galima apskaičiuoti 
atitinkamą funkcijos reikšmę. 

Pavyzdys. Turime funkciją f(x)=2+4/x —3. 

Jos apibrėžimo sritį randame taikydami kvadratinės šaknies egzistavimo sąlygą 
x-3 > 0, t. y. x 2 3. Tokiu atveju D(f) = [3; +). 

Apskaičiuokime keletą funkcijos reikšmių, pavyzdžiui, kai x = 3; 4; 12: 

f(3)22443-3-2; 

1(4)-2--/4-3-3, 

f(12) 224 412-3 = 5. 

Bendruoju atveju norint rasti funkcijos reikšmių sritį reikalingas išsamesnis 
funkcijos tyrimas. Tačiau kai funkcija nėra sudėtinga, galime tai atlikti turėdami nors 
šiek tiek elementarių žinių. 

Suvokdami, kad /x-3 20 su kiekvienu x e D(f), gauname: у-2-44х-322, 


Todėl funkcijos reikšmių sritis E(f) = [2; +). 


10 


Р dys. Funkcij = x 
avyzdys. Funkcija f(x) 1642 


Kadangi x? + —1 su visais x € R, tai su visomis realiosiomis x reikšmėmis trup- 
menos vardiklis nelygus nuliui. Todėl D(f) = (—о°; +оо). 
Parinkę keletą x reikšmių, sudarome dalinę funkcijos reikšmių lentelę: 


x|-3|-2|-1[0|1|[ 2| 3 
8 2 151.2 | 551201 SR | 2:11 


Nusibraižę koordinačių sistema, pažymime gautus taškus: (—3; 1), (-2; 2) ir t. t. 
Suprantama, turint tik kelis taškus viso grafiko brėžimui gali pritrūkti infor- 


> m А 10 
macijos. Tačiau suvoke, jog у = 13 


= > 0 (nes 1 + x? > 0), žinome, kad grafikas уга 
virš abscisiu ašies. Taip ji ir pratesiame 
(Zr. brėžinį). 

Suprojektave grafika j y ašj, gauname 
funkcijos reikšmių sritį: 

E(f) = (0; 10]. 
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Pavyzdys*. Įrodykime, kad funkcijos f(x)= Vx reikšmės didėja jos apibrėžimo 
srityje D(f) = [0; +). 
Įrodymas. Tarkime, kad x,, x, — du bet kokie realieji skaičiai, tenkinantys sąlygą 
0 Sr «x. 


Tada f(x,)- f(x) 5 Jx, - Jx, = m тун), 2» 44 
nes x, -x, > 0, Ax, * x, > 0. 


Taigi f(x;) > f(x,), jei tik x, > x,, x, 2 0. 


Pavyzdys. Funkcija y — f(x) pavaizduota grafiku. 
Suprojektavę grafiką į Ox ir Oy ašis, randame funk- 
cijos apibrėžimo ir reikšmių sritis: 
рф = [-5; 4], ЕФ = [2; 8]. 
Funkcijos reikšmių didėjimo intervalas 
хє [-5; 2], 


mažėjimo intervalas 
хє [2; 4]. 


Pavyzdys. f(x) = Vx, u(x) = 2x + 1. Taigi f(u(x))=V2x+1. 


шан бх- Bte 


ко, 2538, tada 6000) ; 


t. y. 8(f@)) = 
Pavyzdys. f(2 – Зх) = 2x + 3. Raskime f(x). 


-и 


Sprendimas. Pažymime u = 2 – Зх. Tada х= 2 


I nurodytos sudėtinės шилэн formulę įrašę šias išraiškas, gauname 
13- 28 
f(u) -2- =н, t. y. f(u)= 


Formaliai pakeiskime raidę и Lu x 


13-2x 
3 


Atsakymas: f(x) = 
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3.2". FUNKCIJAI ATVIRKŠTINĖS FUNKCIJOS SĄVOKA 


1. Pavyzdys. g(f(x)) = x, f(x) = 1 + 2x. Raskime g(x). 


Sprendimas. Panašių pavyzdžių jau turėjome. 
g(1 + 2x) = x. 


у-1 
i 


Formaliai pakeitę raidę y raide x, gauname во) =>. 


Jeigu y = 2x + 1, tai х-У8, todėl g(y)= 


Išspręstą pavyzdį apibendrinkime. 


i 


KAS 
e 
m ç o (x) 1 

УӘ Е f 


Ankstesniame pavyzdyje gauta funkcija g(x) = 21 yra atvirkštinė funkcijai 
f(x) = 1 + 2x su visais хє R. 

2. Vienoje koordinačių sistemoje nubraižome šių funkcijų grafikus (Zr. brėžinį). 
Brėžinys iliustruoja tokią savybę. 


Funkcijos ir jai atvirkštinės funkcijos grafikai yra vienas kitam simetriški tiesės 
y =x (pirmojo ir trečiojo ketvirčių pusiaukampinės) atžvilgiu. 


тугалаа 22 Ае * 
Tikrai, iš funkcijos apibrėžimo ir iš funkcijai atvirkštinės funkcijos apibrėžimo 
išplaukia, kad jei x, # x,, tai ir g(f(x,)) = g(f(x,)). 
Todėl f(x,) + f(x), nes funkcija g negali įgyti skirtingų reikšmių su lygiomis 
argumento reikšmėmis. 


Pavyzdys. Raskime funkciją, atvirkštinę funkcijai f(x) = x? + 2 intervale I = (0, +). 
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Sprendimas. Intervale / funkcijos f(x) reikšmės didėja, todėl su skirtingomis 
x € I (t. y. x 2 0) reikšmėmis funkcija f(x) įgyja skirtingas reikšmes, tad egzistuoja jai 
atvirkštinė funkcija. 
Rašome: y = x2 + 2, 
геу 
x= + Jy-2 . 
Kadangi x 2 0, tai x - Jy -2. 
Formaliai sukeitę raides x ir y, gauname у= /x-2. 
Atsakymas: g(x) = /x-2. 
4. Tarkime, kad funkcija f(x) visoje apibrėžimo sri- 
tyje turi sau atvirkštinę funkciją g(x). 


Iš lygybės x = g(f(x)), kai xe D(f), f(x) e E(f), iš- 
plaukia tokie faktai: D(f) = E(g), E(f) = D(g). 
Šie faktai parodyti brėžinyje. 


3.3". LYGINĖS IR NELYGINĖS FUNKCIJOS 


Teorinės žinios 


Sričių, simetriškų O atžvilgiu, pavyzdžiai: 
[-a; a], kai a > 0, 
(79s; -a]U[a; +), kai a > 0; 
(-b; -a)U (a; b), kai a > 0, b > 0. 


Lyginės funkcijos grafikui būdinga ašinė simėt- 
rija Oy ašies atžvilgiu (žr. brėžinį). 


f(x) = K) = y, 
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Nelyginės funkcijos grafikui būdinga centrinė 
simėtrija koordinačių pradžios taško atžvilgiu 
(žr. brėžinį). 

Pavyzdys. Funkcija f(x) = x; х) = (~x) = 


= x* = f(x) su bet kokiu x e R. 
Todėl ši funkcija yra lyginė. 


Pavyzdys. Funkcija f(x) = x? – 2х yra nelyginė, 
nes su bet kokiu x e R 
f(x) = C): - 29) = — + 2x = -@ - 22) = J). 


Pavyzdys. Funkcija f(x) = x? + 3x nėra nei lyginė, nei nelyginė, nes f(x) = (x)? + 
+ 3(—) = x? - Зх bendruoju atveju nesutampa nei su f(x) = x? + Зх, nei su f(x) = 
= -x – 3x. 


3.4. LYGTYS. JŲ SISTEMOS IR VISUMOS 


Teorinės žinios 


Pavyzdys. Funkcija f(x) = 6 — 2x. Apskaičiuokime: 
a) f(5); 
b) x reikšmes, su kuriomis funkcijos reikšmė yra lygi 14. 
Sprendimas. a) f(5) = 6-2 -5 = 4. 
Atsakymas: -4. 


b) Dabar išspręskime užduočiai a atvirkščią užduotį. Kad rastume, su kokiomis 
argumento x reikšmėmis funkcijos reikšmė lygi 14, turime išspręsti lygtį: 


f(x) = 14, 
6 — 2x = 14, 
-2x = 8, 
x=4. 


Atsakymas: x = -4. 
1. Išnagrinėto pavyzdžio idėją apibendrinkime. Apibrėžkime lygties sąvoką. 


Sprendžiant lygtį ieškoma jos sprendinių arba įrodoma, kad jų nėra. 
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Pavyzdys. Išspręskime lysti 552 


= Re 
Sprendimas. 122208 = 
х-2 х(х-2) 
Subendravardiklinę gauname: 
x*-4 
х(х-2) яр 


Trupmena yra lygi nuliui, kai skaitiklis lygus nuliui, o vardiklis nelygus nuliui: 


x*-4=0, | х= 32, 
x(x -2) 2 0; 44 x=0, x+2. 


Iš tokio užrašymo matyti, kad x = 2 nėra lygties sprendinys. 


Atsakymas: (-2). 


Lygties f(x) = g(x) apibrėžimo sritimi vadinama funkcijų f(x) ir g(x) apibrėžimo sričių 
D(f) ir D(g) sankirta. 
Lygties sprendiniai priklauso jos apibrėžimo sričiai. 


x 4 
Ankstesniojo pavyzdžio lygties — x-2 2 2х apibrėžimo sritis x # 0, x 7 2, t. y. 


x 
хє (—; 0)U(0; 2)U(2; +). 
Pavyzdys 


Funkcijos f(x) grafikas Funkcijos g(x) grafikas 


3 FUNKCIJOS SĄVOKA. LYGTYS IR NELYGYBĖS | 37 
Išnagrinėję brėžinius įsitikinkite, kad: 
a) lygties f(x) = 5 apibrėžimo sritis D(f) = [-1;.7], 
lygties g(x) = 2 apibrėžimo sritis.D(g) = [0; 5]; 
b) lygčių f(x) 


5 ir g(x) = 2 sprendinių aibės lygios ir yra (1, 4). 


Rašoma: f(x) = a ~ g(x) = b. 
Ankstesnio pavyzdžio lygtys yra ekvivalenčiosios: 
JG) =5-g6)=2, 
nes šių lygčių sprendinių aibės yra lygios. 


Pavyzdys. x? =—4 ~ LM 0, nes kiekvienos šių lygčių sprendinių aibė yra tuščioji. 
x 


Spresdami lygtis, nepamirškime svarbaus fakto: daugindami lygties abi puses i$ 
reiškinio su kintamuoju, galime gauti lygtį, neekvivalenčią pradinei lygčiai. 
Pavyzdys. Lygties x - 6 = 2x sprendinių aibė — 1-6), o lygties x? - бх = 2x? 
sprendinių aibė yra (0, -6), nors antrąją lygtį gauname pirmąją lygtį padauginę iš x. 
4. Prisiminkime racionaliųjų lygčių sprendimo būdus. 


1 


Pavyzdys. Su kokiomis x reikšmėmis funkcijų f(x) = —— —— — 
Xl. x EX 


Bae 


reikšmės yra lygios? 
Sprendimas. Sprendžiame lygtį: 
1 2 3 


Lygties abi puses dauginame iš bendrojo vardiklio х?(х + 1) z 0: 

E Red AAS БЕ 

x*1 х(х+1) x'(x41) 

Gauname kvadratinę lygtį x? — 2x = 3, kurios sprendiniai x = -1 ir x = 3. Tačiau 

х =-1 nepatenka į lygties apibrėžimo sritį, t. y. netenkina sąlygos х (х + 1) z 0, todėl 
x = –1 nėra sprendžiamosios lygties sprendinys. 


| X^ (x +1) z 0. 


Atsakymas: (3). 
Pavyzdys*. Išspręskime lygtį (x? + 5x)? = 24 + 2x? + 10x. 
Sprendimas. (х2 + 5x) = 24 + 2(x* + 5x). 
Lygtį sprendžiame kintamojo keitimo būdū. 
Pažymime x? + 5x = t. 
Gauname kvadratinę lygtį 2 = 24 + 2t, t. у. ? —2t — 24 = 0. 
Jos sprendiniai t, = —4 ir t, = 6. 


1) 2 + Sx = 4, 2) 2+ 5 = 6, 
х + 5х +4 = 0, xX + Sx- 6 = 0, 
x, = -1, x, = 4; x, = —6, x, = 1. 


Atsakymas: {+1, -4, -6). 
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Pavyzdys. Išspręskime lygtį х? = 2x - 1. 


Sprendimas. x3-2x + 1 = 0, 

х3- х-(х-1) = 0, 

х(х - 1)(x + 1) — (x - 1) = 0, 

(х– 1)(02 +х-1) = 0. 
Sandauga lygi nuliui tik tada, Каі nors vienas daugiklis уга lygus nuliui. 
Todėl mūsų lygtis ekvivalenti šiai lygčių visumai: 

x-1=0 arba x+x-1=0, 


-184/5 
= чулу 


2 


Atsakymas: E 


= 


х? = 4x, 


Pavyzdys. Išspreskime lygčių sistema Ё MIRI 


Sprendimas. 1) X? = 4x, 

x(x-2)x + 2) = 0, 

x=0 arba x—2=0, arba x +2 = 0. 

Sprendiniu aibė 5, = (0, 2, 2]. 

2) x(x + 2) = 0, 

x=0 arba x+2 = 0. 

Sprendiniu aibė S, = (0, -2). 
Lygčių sistemos sprendinių aibė S = S NS, = (0, -2). 

Atsakymas: (0, -2). 


6. Lygčių sistemos su dviem kintamaisiais idėją paaiškinsime pavyzdžiu. 

Pavyzdys. Raskime funkcijų y = x? ir y = x + 2 grafikų sankirtos taškų koordi- 
nates. 

Sprendimas. Ieškodami kreivių (grafikų) sankirtos taškų, sudarome lygčių 
y=x, 


sistema 
| y=x+2. 
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i = x+2, 
Šią sistema sprendžiame sulygindami lygčių dešiniąsias puses: b I 
Kadangi pirmosios lygties sprendiniai x, = -1 ir x, = 2, tai nagrinéjamoji lygčių 


х--1, x= 2 


sistema ekvivalenti sistemu visumai: | arba 
4 у=х+2 | у=х+2 


х=-1, x22, 
A. yi y=4. 


Atsakymas: ((-1; 1), (2; 4)). 


Geometriškai lygtis su dviem kintamaisiais nusako tam tikrą plokštumos taškų 
aibę (tai gali būti kreivė, pavieniai taškai ar tuščioji aibė). Tų taškų koordinačių 
sutvarkytosios póros (x, y) yra lygties f(x, y) = a sprendiniai. 

Pavyzdys. Lygtis su dviem kintamaisiais 2x + y = 5 nusako koordinačių plokš- 
tumos Oxy tiesę. Lygtis turi be galo daug sprendinių, kurių aibė (8, 5-20| te RI. 

2 2-2 
Pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą | uj 
3x-y=1. 
Sprendimas. Sprendžiame keitimo büdü. 
Iš antrosios lygties gauname: y = 3x - 1. 
х? +(3х-1)° = 5, 
у=3х-1. 
Pertvarkome ir sprendžiame pirmąją (kvadratinę) lygtį: 
10x2-6x-420]|:2, 
5x2-3x -2 = 0, 


Todėl sistema yra ekvivalenti šiai sistemai: | 


x =1 ir x --2. 


x=1, = _2 
Todėl lygčių sistema ekvivalenti šiai sistemų visumai: | y=3x-1 arba ^ 5” 
у-3х-1, 
2 
32-41, niei! 
ку у=2 агба 11 
у= uon 


Atsakymas: fa; 2) (-2: I). 
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3.5. NELYGYBĖS. JŲ SISTEMOS IR VISUMOS 


Pavyzdys. Funkcija f(x) = 8 – 2x. Su kokiomis kintamojo x reikšmėmis funkcijos 
grafiko (tiesės) taškai yra žemiau Ox ašies? 


Sprendimas. Reikia rasti kintamojo x reikšmes, su kuriomis funkcijos reikšmės 
yra neigiamos, t. y. i$sprésti nelygybę: 
ftx) «0, 
8-2х«0, 
-2x < -8 | : (2). 
Dalydami nelygybės abi puses i$ neigiamojo skaičiaus, turime pakeisti nelygybės 


ženklą: x > 4. 
Atsakymas: x є (4; +оо). 


Analogiškai anksčiau išnagrinėtai lygties sąvokai, kalbama apie nelygybės f(x) > a 
(f(x) < a) apibrėžimo sritį D(f) ir nelygybių ekvivalentūmą (jei jų sprendinių aibės 
lygios). 

Nelygybių visumos f(x) > a arba g(x) > b sprendinių aibė yra ją sudarančių ne- 
lygybių sprendinių aibių sąjunga. 


f(x)>a, 


s(x)» b sprendinių aibė yra nelygybių sprendinių aibių 


Nelygybių sistemos | 


sankirta. 
Negriežtėji nelygybė f(x) > a yra ekvivalenti grieZtósios nelygybės ir lygties 
visumai: f(x) > а arba f(x) = a. 


2. Prisiminkime nelygybių sprendimą intervūlų metodū. 

Spręsdami nelygybę f(x) > 0 (f(x) < 0), randame jos apibrėžimo sritį D(f). 

Lygties f(x) = 0 sprendiniais suskirstome nelygybės apibrėžimo sritį į intervalus. 
Jie vadinami fūnkcijos f(x) reikšmių žėnklo pastovūmo intervalais. 

Kiekviename iš šių intervalų parenkame vidinį tašką x ir, įrašydami jį į funkcijos 
f(x) reiškinį, randame funkcijos reikšmių ženklą šiame intervale. 

Nelygybės f(x) > O (f(x) < 0) sprendinių aibė yra intervalų, pažymėtų ženklu + (-), 
sąjunga. 


6 
Pavyzdys. Išspręskime nelygybę 2277 
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Sprendimas. pesci 320, 


Nelygybės apibrėžimo sritis x + 2, nelygybės kairėje pusėje esanti trupmena lygi 
nuliui, kai x = 4. 


Ž 4 x 
Atsakymas: x є (2; 4]. 
2 
Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) =———=+.6-2x apibrėžimo sritį. 
J4x-17 


Sprendimas. Kvadratinė šaknis egzistuoja esant neneigiamam pošakniui, o 
vardiklis nelygus nuliui. Todėl apibrėžimo sritį randame spręsdami nelygybių sistemą: 
4x x? » 0, 

e 2x 2 0. 
1) x(4 -x) > 0; 


Nelygybės sprendinių aibė хє (0; 4). 
2) 6-2x20, 

-2x 2-6 |: (-2), 

Х53, 
Nelygybės sprendinių aibė xe (—ee; 3]. 
Nelygybių sistemos sprendinių aibė 
(0; 4) (=; 3] = (0; 3]. 


0 3 Е 
Atsakymas: D(f) = (0; 3]. 
3*. Lygtis |f(x)| = g(x) ekvivalenti sistemų visumai 
f(x)20, f(x)«0, 
! @)=g@) 2178 jd: (x) = gx). 
Nelygybė |f(x)| > g(x) ekvivalenti nelygybių sistemų visumai 


He ши 
ГОХ)» (х) ?P* |-f()»g(x). 
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Šis sprendimo būdas pagrįstas módulio apibrėžimū. 


йн ТОО, Ка! f(x) 20, 
Цан Ё (х), kai f(x)«0. 


Pavyzdys. Išspręskime nelygybę 3|x - 2| - 5 2 2x. 


Sprendimas. 3|x-2| > 5 + 2x, 


х-220, x-2<0, 
3(x-2)25+2x 808 |_3(х-2)>5+22; 


хэл x«2, 
211 агба Kė 
©] 
1 
хє [11; +); xe (^s d 


Atsakymas: хє (^ d U [11; +0). 


f(x)<a, 
45. Nelygybė |f(x)| « a, kai a > 0, ekvivalenti nelygybių sistemai | f(x)» -a 


(kai a € 0 — nelygybė neturi sprendinių). 
Nelygybė |f(x)|> a, kai a 2 0, ekvivalenti nelygybių visumai f(x) > a arba 


f(x) < -a (kai a < 0 — nelygybės sprendinių aibė yra D(f)). 
Pavyzdys. Išspręskime nelygybę |3|x|-2|> 1. 


Sprendimas. Nelygybė ekvivalenti nelygybių visumai 
3x|-2>1 афа 3|x|-2<-1, 


|х|> 1 arba |x|< 3 


x>1 arba х<-1, arba 
х>——. 


1:3 
Nelygybės sprendinių aibė yra intervalų (1; +), (—ee; -1), E z) sąjunga. 


1 1 
Atsakymas: x € (—; ETE sua: +оо). 
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Uzduotys Zinioms itvirtinti 


1. Paaiškinkite funkcijos sąvoką. Pateikite pavyzdžių. 

2. Paaiškinkite teiginius: a) funkcijos reikšmės nurodytame intervale didėja; 
b) funkcijos reikšmės nurodytame intervale mažėja. 

35, Paaiškinkite sudėtinės funkcijos sąvoką. 

4*, Paaiškinkite funkcijai f(x) atvirkštinės funkcijos sąvoką. 

55. Ar teisingas teiginys: jei funkcija nėra lyginė, tai ji yra nelyginė? Atsakymą 
pagrįskite. 

6. Ką nustatome spręsdami lygtį su vienu kintamuoju? Ką reiškia išspręsti lygtį? 
7. Kokias lygtis (nelygybes) vadiname ekvivalenčiosiomis? 

8. Tarp pateiktų lygčių porų suraskite ekvivalenčiųjų lygčių poras: 


а) 0x = 2 ir 2x = 0; b) x24 ir x* = 16; 

22312201 D MB PTS TS 
c) 256 ir x? = 4; d) PIT RU ir 2x = 6; 
e) Ox = 1 ir 2 = -9; f) 0x = 0 ir 0/x =0. 


9. Ka vadiname lygties su dviem kintamaisiais sprendiniu? 
10. Pirmosios lygties sprendinių aibė (1, 2), antrosios — (1, 5). Raskite šių 
lygčių sistemos ir visumos sprendinių aibes. 
11. Paaiškinkite nelygybių sprendimą intervalų metodu. 


Orientaciniai uždaviniai 


1. Raskite f(-1); 2B; 15) kai: 
а) f) -98-22 b) foi. 


еза 


DECRE 2 
apibrėžimo sritį. 
2x-4 


2. Raskite funkcijos f(x)= х? + 


3. Raskite funkcijos reikšmių sritį: 


а) /(х)-24х-3, b) f(x) 29-49- x; 
c) f(x) = 4 + (x - 3); d) f(x) = x - 4x + 9. 


4*. Funkcija f(x) =2+/3—x. 

a) Raskite funkcijos apibrėžimo ir reikšmių sritis. 

b) Įrodykite, kad funkcijos reikšmės mažėja jos apibrėžimo srityje. 
c) Į kokį intervalą funkcija f(x) atvaizduoja intervalą [-1; 2]? 

d) Raskite funkcijai f(x) atvirkštinę funkciją g(x). 


e) Apskaičiuokite g (2443 ) 
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5*. Nustatykite, ar funkcija yra lyginė, ar nelyginė, ar nei lyginė, nei nelyginė: 

а) f(x) = x -3; b) fx) = &-3)& + 3); 

с) /(х)-(Ух-2)|Ух-2)-4: d) f(x) e x43x? -1. 

6*. Raskite funkcijai f(x) atvirkštinę funkciją. Vienoje koordinačių sistemoje 
nubraižykite nurodytosios ir jai atvirkštinės funkcijų grafikus: 

X 

a) fœ) 2x-2; dioi wis) 

c) f(x) = x; d) f(x) - 2x. 

7. Nubraižę funkcijos grafiko eskizą, nurodykite jos reikšmių didėjimo ir mažėji- 
mo intervalus: 

a) f(x) = x° бх + 8; b) VORES 

x 
8. Iš perono išvažiuojančio traukinio kelias priklauso nuo laiko pagal dėsnį 
at? 
s(t) = —; 
(0-5 

čia s — kelias (m), t — laikas (s), a = 8 (m/s?). 

a) Kokį kelią nuvažiuoja traukinys per tris pirmąsias judėjimo sekundes? Per 
kitas tris judėjimo sekundes? 

b)* Užrašykite funkcijos t = f(s) formulę. 

c)* Remdamiesi gauta formule nustatykite, per kiek sekundžių traukinys nuva- 


žiuos pirmuosius 100 m. O tolesnius 800 m? 


9*, Išspręskite lygtį, iš pradžių nustatę jos apibrėžimo sritį: 


а) Jx-2+/2-x+x=2; b) Jx+/-1-x =3; 


dus 20 
10. Išspręskite racionaliąją lygtį: 
з) ern 5) ciu 
Er улы ысы. 
хел 82202025 


115, Išspręskite lygtį: 


a) x = 3x + 2; b) x = 2x- 1; 
с) 3х2 = x - 4; d) (x - 1)x(x + 1)(x + 2) = 24; 
х? +1 Х 4 25 132 
4 = 2,9; x+12+—=2x" +—. 
Ө х rsi 9 3 x° 


125. Išspręskite lygtį: 


a) 


1 
x— 
x 


13. Išspręskite lygčių sistema: 


202: b) |3x + 2| 2 4-x; 
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c) |х-2| = [2x- 7]. 


b) I, 


3х-2у--1, 
d)* xtyz-22x, 
2x -3y = 5xy; 


f)* x! - y! «12, 
x! -4xy 4 3y! = -4; 


h)* х? + xy = 3, 
у? +ху= 6. 


14*. Nurodytas kintamųjų x ir y sąryšis x? + 4? = 5ху, х +y. Raskite šių kintamųjų 


ar A 
a) 2. 3 
214+2-3,5; 
2 
ё 2х+у= 5, 
x? +y =10; 
e)* х(1-3у)-5-0, 
у(1+х)+4=0; 
в)* х? = ху-2, 
у? = xy+6; 
ki х 
t — 
santyki y 


15*. Raskite apskritimo x? + y? = 4 ir hiperbolés xy = 2 susikirtimo taškų koor- 


dinates. 


16. Išspręskite nelygybę: 
a) x) 8х; 


с) x? - x + 10< 0; 


17*. Išspręskite nelygybę: 


a) (Vn - 2)? - 5x Jn +10х > 0; 


2x-1 1 2x^42, 
c) === 

x-1 x+1 x-1 
e) |2 -|x IK 3. 


b) 1652 < xf; 
d) (х-43)(х4-43) 2x5; 


(x-3y 
f) ———< 0; 
) x41 


h) Gs), gg 


b) еза (2+3) 024-108 
а) x°(x — 5) < х(5 – 8х) – 1; 


f) |5- 2x| 3 2x - 1|; 
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g) х|х-2| «3, 
18. Išspręskite nelygybiu sistema: 
T 2 

š) 2(x-1)<3x, b) x“ < 9. 
-2x-3»x; -2x«6; 
1-1 а 

c)sx. 9 d)*x 2 
—4x «2; -2x > -6; 

) 2x! «10, х 4x26, 

-2х«3, + 1625 


195, Išspręskite nelygybiu sistemą: 


© COE b) 2(21)«a-90«2. 
6х+2>0; (х-2) > (x-1)(x-3). 


20. Laivas, kurio greitis stovinčiame vandenyje 6 km/h, nuplaukė 16 km pasroviui 
ir tiek pat prieš srovę. Visa kelionė užtruko 6 h. Raskite upės tėkmės greitį. 


1. Apskaičiuokime f(-1), /(42), f(2t - 1), kai f(x) = 3⁄2 - 2. 
Sprendimas. f(-1) = 3(-1)2-2 = 1, 
1(42)-3(/2) -2-3-2-2-4, 
Л2:-1) -3(2-1)-2-3(42-4-41)-2- 
= 122-101 + 3-2 = 122-121 + 1. 


Atsakymas: f(-1) = 1, (42) =4, 22-1) = 122-12 + 1. 
2. Su kokiomis argumento x reikšmėmis funkcijos f(x) e reikšmė lygi 5? 
x 


Sprendimas. Sudarome їг sprendžiame lygtį f(x) = 5, t. y. 


2 
x + 24 = 10x, 
xi- 10x + 24 = 0. 


Atsakymas: x, = 4, x, = 6. 
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35. f(g(x)) =š, в(х) = ——. Raskime fü. 


Sprendimas. Pažymime у- E 
X - 


Padauginę lygybės abi puses i$ x — 2 0, gauname ух-2у = x, t. y. 
x(y-1)=2y [y-120, 


Хээ Ёл : 
у-1 
Įrašę šią x išraišką į funkcijos f(g(x)) formulę gauname: fy)=2:2L, t: y; 
у= 
-1 
f0)- 2. 
y 


Pakeiciame raide y raide x. 
Atsakymas: f edd. 
x 
4*. Funkcija f(x) = x? - & + 21. Raskime: 
a) funkcijos reikšmių sritį; 
b) funkcijos reikšmių mažėjimo ir didėjimo intervalus; 
c) funkcijai atvirkštinę funkciją intervale x € (—ee; 4]. 
Sprendimas. a) Funkcijos reiškinyje išskyrę dvinario kvadratą, gauname: 
f(x) = x3 - & + 16 + 5, t. y. 
f(x) = x-4y + 5. 

Kadangi (x – 4)? > 0, tai f(x) 2 5 su visais хє R. 

Atsakymas: E(f) = [5; +). 
b) Braižome funkcijos f(x) = (x - 4)? + 5 grafiko (parabolės) eskizą. 
Iš brėžinio matyti, kad: 
funkcijos reikšmės mažėja, kai x є (—ee; 4], 
funkcijos reikšmės didėja, kai x e [4; +оо). 
c) Užrašę lygybę x? – 8x + 21 = y, sprendžiame kvadra- 

tinę lygtį x atžvilgiu: 
x?- 8x + 21-y = 0, 
a = 1, b = -8, c = 21 -y; 
D = b? - 4ac = 64 - 4(21 - y), t. у. 
D = 4y - 20, 


„„Šiy4y-20 
2 
x=4+ Jy-5. 


Kadangi x € 4, tai х-4-4/у-5. 
Formaliai sukeitę raides, gauname y 2 4— үх – 5. 
Atsakymas: 8(Х)-4--4/Х-5. 


, 
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49-x? 
— 


a) Raskime funkcijos f(x) apibrėžimo sritį. 
b)* Įrodykime, kad funkcija yra nelyginė. 
c)* Raskime funkcijai f(x) atvirkštinę funkciją, kai xe (0; 3]. 


5. Funkcija f(x)= 


9— x? 20, 


Sprendimas. a) Sudarome ir sprendžiame nelygybiu sistema | 0 
x z 0. 
(9 — x?) ženklai: 
+ + 


-3 0 3 x 


Atsakymas: D(f) = [-3; 0)U(0; 3]. 


b) Apibrėžimo sritis D(f) yra simetriška taško O atžvilgiu. 


fon EL J, 


(7x) 
Kadangi f(-x) = -f(x) su visais x e D(f), tai funkcija yra nelyginė. 


с) Kai 0 <x < 3, f(x)= 221 
x 


Pažymime: y= JZ- y20. 
х 


Pakėlę šios lygybės abi puses kvadratu, gauname: y? = Todėl 


5 9 
x = 
y +1 

Хор : 
y +1 


3 


Му +1. 


Kadangi х > 0, tai х = 


Formaliai sukeite raides x іг у, turime: у = : : 
x!41 
3 
Atsakymas: g(x) = ———. 
vx’ +1 
6. Išspręskime racionaliąją lygtį: 
x-7, 6 x 5. £46 
+ =0; ---42- : 
= x-1 x =% 2 х-1 x-1 
24 2 8 
* (x +2)2 218- —— ——; * X+—+7=2x"+—. 
9*( ) x! 44x 9) х x 
х-7 6 


Sprendimas. a) T. x(x-1) =0 | x(x-1)*0, 


х?—7х + 6 = 0. 
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Šios kvadratinės lygties sprendiniai 
х= |; x, = 6. 
Patikrinę juos pagal nelygybę x(x – 1) + 0 matome, kad х, = 1 jos netenkina, todėl 
x, = 1 nėra sprendžiamosios lygties sprendinys; x, = 6 yra sprendinys, nes 6 : (6 — 1) = 0. 
Atsakymas: (6). 
x +6 
x-1 
x + 2G@ = 1) = 16, 
х - x2 + 2x — 8 = 0. 
Lygtį sprendziame skáidymo būdū: 
x — 8 —x(x — 2) = 0, 
(x - 2)G2 + 2х + 4) - x(x — 2) = 0, 
(x-2) + 2x + 4-х) = 0, 
(х-2)(х? + x + 4) = 0. 
Lygtis ekvivalenti lygčių visumai: 
x-2=0 arba ж№+х+4 = 0; 
х= 2; sprendinių nėra, nes D < 0. 
x = 2 tenkina nelygybę x- 1 +0. 


x 2 1)20 
b —+ 2 = . - * Р 
) х-1 lu 


Atsakymas: (2). 


24 
* (х-2)у =18- : 
EA x! +4x 
Šią lygtį spresime kiūtamojo keitimo būdū. 
х? +4х+4=18- e . 
x +4x 
Pakeiciame kintamaji: 
x + 4x = t. 
Gauname lygti: 
r+4=18-22, 
(+®-14=0 | (40, 
P? — 14t + 24 = 0, 
= 12 arba 1-2, 
0 + 4x = 12, x? + 4x = 2; 
x2+ 4x-12 = 0 arba х -4-2-0, 
PELLI 
2 , 
x2-6;x22; х= 2+ 46. 


Atsakymas: 1-6, 2, -2+\/6 |. 
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d)* stem. 
x X 
tere? 
X x 


Šią lygtį sprendžiame kintamojo keitimo būdu. PaZymime TTEA 
X 


Tada x? ада 245 4= 4 
x X x 


Gauname lygti: 
t + 7 = 2(2- 4), 


2? -t—15 = 0, 
(-3 arba “e Д 
2 
34523 | хэй, „S [uad 
x x 2 
xi- Зх + 2 = 0, 2x) + 5x + 4 = 0, 
X =1, x, = 2; 2. 


Atsakymas: (1, 2}. 
7. Iš uosto priešingomis kryptimis upe tuo pat metu išplaukė du laivai, kurių 
greičiai stovinčiame vandenyje vienodi. Praėjus laikui T jie apsisuko ir grįžo atgal. 
Apskaičiuokime laiką T, jei pirmojo laivo grįžimas užtruko 2 h, antrojo — 8 h. 
Sprendimas. Tarkime, kad pirmasis laivas iš uosto A išplaukė prieš srovę, antra- 
sis — iš to paties uosto А pasroviui. 
Žymime y — upės tėkmės greitį, 
x — kiekvieno laivo greitį stovinčiame vandenyje, x > y. 


Laivų apsisukimo taškai B ir C pavaizduoti brėžinyje. 
Žinodami, kad iš A iki apsisukimo taškų B ir C laivai plaukė greičiais x — y (prieš 
srovę) ir x + y (pasroviui), gauname: 
AC = (x -y)T, AB = (x + y)T. 
Iš C į A pirmasis laivas, plaukdamas jau pasroviui, grįžta per 2 h, antrasis laivas, 
plaukdamas prieš srovę, grįžta iš B į A per 8 h. Todėl 
CA = (x + у): 2, ВА = (x-y) - 8. 
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Иледе кой Мкр = | 

ašome akivaizdžią lygybę "A" Gp" 
(x-»T (x*y)2 

Todėl (хуу, (xey)T- 

Kadangi x + y £0, x - y € 0 (nes x > y), tai 


гэх |-87 «0, 
Т? = 16, 
T=4 


Atsakymas: T = 4 h. 


85. Įrodykime, kad visiems neneigiamiesiems realiesiems skaičiams a ir b teisin- 
ga nelygybė 432586 (Koši nelygybė). 


Įrodymas. Įrodome prieštaros būdū. 
Tarkime priešingai — yra nors viena skaičių pora a; b (a 20, b 2 0), kuriai 


teisinga nelygybė 819 < Jab, t. y. 
a+b< 2-/45, 
(4а) 2245 +(Jb] «0, 
(Ja -45) «0. 


Gautoji priestara (juk reiškinio kvadrato reikšmė negali būti neigiama) įrodo 
teiginį. 

9*, Iš Palydiškių į Laukiškes traukiniui važiuojant greičiu a km/h, jis vėluos tiek 
pat, kiek „pralenks grafiką“, važiuodamas greičiu b km/h. 

a) Raskime greitį, kuriuo turėtų važiuoti traukinys, kad į Laukiškes atvyktų 
tiksliai pagal grafiką. 

b) Įrodykime, kad šis greitis neviršija greičių a ir b aritmetinio vidurkio. 


Sprendimas Trukmė 
a 
— 
ns RI MIC ё T+t= i 
a) P L a 
b 
—+ 
9------------------------- е Т -t= IL А 
Р L b 
c 
— 
dM a : JP 
P L с 


Cia Т — trukmė pagal grafiką, t — laiko skirtumas véluojant (skubant), PL — 
atstumas, kurį įveikia traukinys, važiuodamas i$ Palydiškių į Laukiškes, c — ieškomas 
greitis. 


51 
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Т-1- E 3 
Nagrinéjame lygčių sistema a 
T-t=—. 
b 


Sudéje šias lygtis, gauname: 2T = PL (2+2). t. y. 
a 


T- PL(a- b) 
2ab 
2ab 2ab 


Ieškomas greitis c = f. PL.——— —=s— 
PL(a+b) a+b 


хайч 22, 
sakymas: Tr 


Б) тише bud 59 quu PEN, 
a+b 2 


2ab _ a+b 
> 
a+b 2 
4ab > (a + by, t. y. 
(a + by < 4ab, 
а?  2ab + b? – 4ab < 0, 
a? -2ab + P? < 0, 
(a — by? < 0. 

Gautoji priestara (klaidinga nelygybé) irodo teigini. 

10*. Ketvirtadalį kelio automobilis važiavo pastoviu a km/h greičiu, likusį ke- 
lią — b km/h greičiu. Raskime: 

a) vidutinį judėjimo greitį; 


Įrodymas. Tarkime priešingai: |: 2(a+b)> 0, 


Qs S ON е MEAS : ШОО 
5) > jei žinoma, kad vidutinis greitis sutapo su greičių a ir b aritmetiniu vidur- 


kiu ir a # b. 
Sprendimas 
4 4 а 
° ° ° 
A B C 
4—— s >< 35 > 


Vidutiniū greičiū vadinamas viso kelio ir viso judėjimo laiko santykis. 
Ketvirtadalį kelio АВ pažymėję s, likusį kelią BC = 3s, visą kelią AC = 4s, judé- 
jimo laiką išreiškiame taip: 
a bua b ab 
Vidutinis greitis 
LLL оше ab _ 4ab 
тег s(b-3a) b+3a 
4ab 


Atsakymas: ГЭРЧ 
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b) Nagrinėjame lygtį su dviem kintamaisiais a > 0, b > 0, a + b. 


445 _a+b 


|-2(b+3a)=0, 
b+3a 2 
8ab = (a +b)(3a + b), 
За? - 4ab + b? = 0. 


Visi šios lygties nariai yra vienodo (šiuo atveju antrojo) laipsnio. Tokios lygtys 
su dviem kintamaisiais vadinamos homogėninėmis lygtimis. Homogeninė lygtis, be 
akivaizdaus sprendinio (0; 0) (jis šiuo atveju netinka uždavinio sąlygai), gali turėti 
ir daugiau sprendinių. 


Ieškomą dydį гай pazymime /. Gautos homogeninės lygties abi puses dali- 
jame iš b? + 0: 
2 
32) Hed Ty 
b b 
3? — 4t + 1 = 0, 


1 
t, = 1 (netinka sąlygai), 2 Y 


1 
Atsakymas: 3 


= | ° 


х(х-2у)-3, 


11. Išspręskime lygčių sistemą | y(y+4x)=13. 


х? -2xy 23, 


Sprendimas. Sudéje sistemos i +4ху =13 


lygtis, gauname lygtį x? + 2ху + y? = 
= 16, t. y. (x + yy = 16. 
Todėl lygčių sistema ekvivalenti sistemų visumai: 


x+y=4, х+у=—4, 


у=4-х, у=—4-х, 
айа | 2 2x(-4-xy=3; 
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x=- » = 
Par 3 bes 3 
у=; y-2; S mA 


Mūsų sistema turi keturis sprendinius. 
1 13 15 DB 
: 1031), 05-2. |-5 T [5-2 |. 
Atsakymas: ).( ) ( 3 2 E 3, 


uade маи 
. Išspręskime lygčių sistem 
P IM 3 x! -3xy 4 2y! 2-1. 

Sprendimas. Lygčių kairiąsias puses išskaidome daugikliais: 

№ -y = (х-у)(х + y); 
x! – Зху + 2y? = x! - xy - 2xy + 2y! = x(x -y) 22y(x - y) = (x - y) - 2y). 
Taigi a iua 5, 
(x-y)(x-2y) - -1. 

Padalije pirmąją lygtį iš antrosios gauname: 
х+у _ 
х-2у 


x + y = 10у – 5х, 


бх = 9у, 
E 
A 


Įrašę y=% į sistemos paprastesnę lygtį gauname: 


-5 |:x-2y «0, 


(Ss |-9, 
9x? – 4x? = 45, 
x2 = 9 
x= -—23, ЖЭ. 
2x arba 2x 
AB 4° "Si 


x=-3, x3 
arba 
y=-2 у=2. 


Atsakymas: ((-3; —2), (3; 2)}. 
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5 
13. Iš ki lygyb > x. 
šspreskime nelygybe RI 
Sprendimas. Šią racionaliąją nelygybę sprendžiame intervalų metodu. 
25 -х»0, 
10-х 
25-10x 4 x? 
>0, 
10-x 
CELO EA 
10-x 


Nelygybės apibrėžimo sritis — visų realiųjų skaičių aibė, išskyrus 10. Skaitiklis 
lygus nuliui, kai x = 5. 


Ре Sy 


ka nustatyti vardiklio ženklą, nes skaitiklio reikšmė intervalų vidiniuose taškuose yra 
teigiama. 


А : : «уул e ХЭМ Е xs : 
Kiekviename intervale nustatome reiškinio ( ženklą. Siuo atveju pakan- 


Atsakymas: x є (-; 5)U(5; 10). 
22x 
ҮН 


Sprendimas. Nelygybes sprendžiame atskirai, taikydami intervalų metodą: 


14. Išspręskime nelygybių sistemą | 


I (e - 2) > 0, П (x -3)(x + 3) «0, 
= = + + = + 

0 2 x -3 3 x 
xe [2; +)U10); xe (-3; 3). 


Nelygybiu sistemos sprendinių aibė yra šios sistemos nelygybių sprendinių aibių 
sankirta. 


-3 0 Хонин o 
Atsakymas: xe [2; 3)U (0). 
15*. Išspręskime lygtį үх? -4x+4+|6-x|=4. 


Sprendimas. Kadangi үх? -4x+4 = J(x-2y -|х-2 


Po modulio ženklu esantys reiškiniai lygūs nuliui taškuose x, = 2 ir x, = 6. Šie 


, tai |х—2|+|6—х|=4. 


taškai suskirsto skaičių tiesę į tris intervalus: 
I x*2; II 2<x<6; III x 2 6. 
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Kiekviename iš intervalų rašome turimą lygtį. 
I Kai x<2, |x-2| = 2-х, 16-х| = 6-x, todėl 
2-x+6-x=4, 
x = 2 (tenkina sąlygą x < 2). 
II Kai 2<x<6, |x-2| 2x-2, |6-x| = 6-x, todėl 
х-2+6-х = 4, 
0х = 0. 
Šiai lygčiai tinka visi realieji skaičiai, tačiau sąlygą 2 < x < 6 tenkina tik x e (2: 6]. 
III Kai x > 6, |x -2| 2x-2, |6-х| =х – 6, todėl 
x-2+ x-6 = 4, 
x = 6 (tenkina salyga x > 6). 
Atsakymas: xe [2; 6]. 


16*. Išspręskime nelygybę 


<|x|+4. 
|х|+1 
: xs : m 10 
Sprendimas. Pakeičiame kintamąjį: |x|+1 = 2 1. Gauname nelygybę rim 1+3. 
Kadangi t > 0, šios nelygybės abi puses galime dauginti iš t: 
10 < £? + 3t, 

P? + 3t — 1020, 

(t + 5)(t - 2) > 0. 
Kadangi t 2 1, brėžinį pateikiame taip: 


1 2 L 
D22. 
| |-122, 
|x| 2 1, 
x<-1 arba x> 1. 


Atsakymas: хє (о; -1]U[1; +). 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Funkcija f(x)= M 50 
X 
a) Apskaičiuokite f(-2) ir f(3). 
b) Su kokiomis x reikšmėmis f(x) = 7? 
2. Raskite funkcijos f(x) = x? — x - 10 reikšmių didėjimo ir mažėjimo intervalus. 
7 


x- 
3. Išspręskite lygtį —— + zi). 
Pre yen x-6 x!-6x 
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2x-3y=8, 


4. Išspręskite lygčių sistemą Ls 


18 
5. Išspręskite nelygybę pec. 


6. Laivas, kurio greitis stovinčiame vandenyje 20 km/h, plaukdamas 100 km 
pasroviui užtrunka tiek pat, kiek plaukdamas 60 km prieš srovę. Raskite upės tėkmės 
greitį. 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Funkcija f(x)= E z% 
x 


a) Irodykite, kad intervale [0; +оо) šios funkcijos reikšmės mažėja. 
b) Raskite šiai funkcijai atvirkštinę funkciją, kai x 20. 
2. Funkcijos f(x) = x? - ax reikšmių didėjimo intervalas [5; +). Raskite funk- 
cijos f (x) = ax? - x reikšmių mažėjimo intervalą. 
1 1 
3 ec m imn . 
x -4x x -2x 4х+8 


4. Išspręskite nelygybę x|x|< 5x +6. 


3. Išspręskite lygtį 


5. Laivas nuplaukė tam tikrą kelią upe prieš srovę, po to — dvigubai ilgesnį 
kelią pasroviui, sugaišdamas tiek pat laiko. Kiek kartų laivo greitis stovinčiame 
vandenyje viršija upės tėkmės greitį? 

X(x+2y)=9-y“, 


6. Išspręskite lygčių sistem 
poets BE ü dece m 


Жо no И 
SKAICIŲ 5 (5, PROC 


4.1. SKAKIU SEKOS SAVOKA 


Pavyzdys. Panagrinékime funkciją f(n) = n? — n, kurios argumentas п — natū- 
ralusis skaicius. 
Тада f(1)= 12 - 1 = 0; Д2) = 22 - 2 = 2; /(3) = 3° — 3 = 6; 
ҚА) = 4 - 4 = 12; ... 
Surašę gautasias funkcijos reikšmes eilės tvarka, turime skaičių sëkq 0: 2; 6; 
12; 20; 30; ..., kurios n-tasis narys yra x, = п? ~ n. 


x, = 2n - 1. 


Aišku, galime surašyti kelis pirmuosius narius 2; 3, $, 3 эн їг pažymėti, 


йз з» ә» эш; 
2. 3 4 5 
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Tačiau tai nėra teiginio įrodymas, o tik pastebėjimai, gauti pirmiems keliems 
nariams. Dabar teiginį įrodysime. 


Kadangi x, = 25 idi х= LA 
n n+1 
Nagrinėjame gretimų sekos narių skirtumą: 
n+2 п-1 1 
Xari n nd caer ТЛ < 
ntl n n(n+1) 


Kadangi x,,, — x, < 0, tai x,,, < x,, todėl skaičių seka yra mažėjančioji. 


Pavyzdys. Seka x, = (-1)" n. 
Apskaičiuokime: a) S5 b) 5,0, 


Sprendimas. a) Užrašome 6 pirmuosius sekos narius: 1; —2; 3; -4; 5; -6 
(beje, akivaizdu, jog ši seka nėra nei didėjančioji, nei mažėjančioji). 
5,=1-2+3-4+5-6 = -3. 
Atsakymas: S, = —3. 
b) Skaičiuojame taip: 
Sus за .- 2005 – 2006 = -1—1- ...-1- –1003. 


1003 kartai 
л] 5 


Atsakymas: $54, = -1003. 


n+1 
4. Panagrinékime seką, kurios n-tasis narys x, = ——. 
n 


Jau jrodéme, kad ši seka yra mažėjančioji. Dabar įsitikinkime, kad didėjant nario 
numeriui n (n — +æ) sekos nario reikšmė artėja prie vieneto. 


Sekos nario formulę rašome taip: 
1 


x =1+—. 
n 
1 
Esant pakankamai dideliam n, dėmuo : yra artimas nuliui, todél x, artimas 1 
(tačiau už jį didesnis). 
Kad šios mintys taptų dar aiškesnės, apskaičiuokime, pavyzdžiui, 


21 
Хас, 5050 xx -Ž 103, Xy, = 1,01. 


Tada sakoma, kad šios sekos riba, kai n — +, yra lygi 1. Rašoma lim x, =1. 


Nykstamųjų sekų pavyzdžiai: Na 
1) Х, =+ (s 51, x, => э X109 = 0, 01,. E Ху =000..) 


aure C1 Ë --1, x, үеэ Хув = 0,01,..., хоо -0001..) 
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Negalima painioti nykstamosios sekos ir mažėjančiosios sekos sąvokų. Pavyz- 


сае y =). EUNT ERU aac m An 
dziui, nykstamoji seka x, zi nėra nei mažėjanti, nei didėjanti, mažėjančioji 
n 


сүл! 
seka x, = Зи néra nykstamoji (nes lim Ale 12 0), o nykstamoji seka x, = s 
n nte n n 


yra didėjanti (įsitikinkite!). 


4.2. ARITMETINĖ PROGRESIJA 


Teorinės žinios 


Dydis d = a,,,- a, vadinamas aritmėtinės progrėsijos skirtumu. 
Pavyzdžiai: 1) 2; 5; 8; 11; 14; ... (a, = 2, d = 3); 
2) 20, 16; 12; 8; ... (a, = 20, d = 4). 


Kai d > 0, aritmetinė progresija yra didėjančioji, kai d < 0, — mažėjančioji. Kai 
d = 0, visi aritmetinės progresijos nariai yra lygūs. 


д7 SUUM Hi Sete БҮР Ae CIS T — 
Si savybé išplaukia i$ aritmetinës progresijos apibréZimo. Tikrai, sudéje lygybes 
а, = а, t d ira,,,—4,,,-d, gauname Cia aptartą formulę. 


Kadangi a,=a +d, 


tai sudėję šias lygybes (jų yra n – 1) gauname: 
Q, ta Fota mak a Fat âa T (NS Dd. 

Išbraukę abiejų pusių vienodus démenis а„ a,, ..., a, , turime 

Pavyzdys. Aritmetines progresijos du pirmieji nariai 20 ir 23. Ar 8Каї ив 2006 
уга 8108 progresijos narys? Jei taip, raskite jo numeri. 

Sprendimas. 2006 yra aritmetinės progresijos narys, jeigu lygtis 20 + (n — 1) x 
x3 = 2006 turi natūralųjį sprendinį. 

Išsprendę lygtį gauname: 1 = 663. 


Atsakymas: 2006 yra nurodytos aritmetinės progresijos 663-iasis narys. 
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Užrašome: 


Sarakai a, 


Suc a ka на sta. 
Kadangi a, +а, „,,=a4, + (k-l)d*a,* (n-k)d = 
=2a, + (n—1)d =a, +a, + (n - 1)d = a, + a,, 
tai a, 344, =а, +а, у =... =a T 4, kip 
kad ir koks būtų 1<k<n, ke N. 
Todėl sudéje abi lygybes, išreiškiančias S,, gauname: 2S, = (a, + a,)n, t. у. 


$ 245*5., 
2 2 
Į Яа formulę įrašę a, = a, + (n – 1)d gauname dar vieną aritmetinės progre- 
sijos pirmųjų 7 narių sumos formulę: 
gus 2a *(n-1d , 
b 2 
Pavyzdys. Įrodykime, kad seka x, = 6 — 2n yra aritmetinė progresija ir raskime 
jos pirmųjų 60-ies narių sumą. 
Sprendimas. Nagrinėjame sekos gretimų narių skirtumą. Kadangi x, = 
—6-2n,0x,,,7 6-2(n + 1) = 4-2n, tài x, ,,-x, = 4-2n - (6- 2n) = -2. 


X,,,- х, nepriklauso nuo n, taigi seka (x,) yra aritmetinė progresija. Jos skir- 
tumas d = -2, pirmasis narys a, =x; = 6-2.1 = 4. 
Todėl įrašę į S, formule n = 60, a, = 4, d = -2, gauname: 


.2:4459-(-2) су. 


S, -3300. 


Atsakymas: 5,,--3300. 


4.3. GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


Skaičius g vadinamas geomėtrinės progrėsijos vardikliū. 
Pavyzdžiai: 1) 2; 6; 18; 54; 162; ... (b, = 2, q = 3); 
5.5 | ij 
2) 20, 10; 5; >; =; ... |6 -204-3| 
) 20; 102 5; 23' 4 | 2 
3) 1; -2; 4; -8; 16; ... (b, = 1, q = -2). 
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Kai g > 1, geometrinė progresija yra didėjančioji, kai 0 < q < 1, — mažėjančioji, 
kai q < 0, — nei didėjančioji, nei mažėjančioji. 


Pavyzdys. Teigiamieji skaičiai a; b; c yra iš eilės einantys geometrinės progresijos 
nariai. Įrodykime, kad skaičiai Ig a, lg b, Ig c yra iš eilės einantys aritmetinės progre- 
sijos nariai. 

Sprendimas. Kadangi a; b; c yra iš eilės einantys geometrinės progresijos nariai, 
tai b2 = ac. 

Išlogaritmavę lygybės abi puses gauname: Ig (b?) = Ig (ac), t. у. 2169 = lga + Igc. 

Taigi Ig a; Ig b; lg c yra iš eilės einantys aritmetinės progresijos nariai. 


Pagal geometrinės progresijos apibrėžimą rašome: 


b, = bq, 

3 = b,q, 
b, , = 0,4, 
b, = b, 4. 


Sudaugine šias lygybes (jų yra n- 1) gauname: b,b,b, ... b, jb, = bib, ... Б, 19". 
Padaliję abi puses iš b,b, ... b, ,* 0 gauname: 


Lygybės 5, = b, + b, + b, +... +b,,+b,, + b, abi puses dauginame iš q + 0. 
Atsižvelgdami į tai, kad 2,4 = b,, bq = b, Б.д = b, ..., b, 9 = b,, gauname: qS, = 
= b, + b, + b, + ... +, b, + b. 

Iš antrosios lygybės atéme pirmąją turime: S (q — 1) = b,q - b,. 


Padaliję šios lygybės abi puses iš q — 1 + 0 gauname: 5, ж 


4-1 
Kadangi b, = b,q", tai pirmųjų n narių sumos formulė yra: 


S = ba" -1) 
n 4-1 


Pavyzdys. Geometrinės progresijos trečiasis narys 12, šeštasis 96. Raskime šios 
progresijos pirmųjų 9 narių sumą. 
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Sprendimas. Taikydami geometrinės progresijos n-tojo nario formulę, rašome: 
bg’ =12, 
р - 96. 
Padaliję antrąją lygybę iš pirmosios gauname: 4° = 8, t. y. д = 2. Todėl 
bt b, m3. 


9 - 
Skaiciuojame pirmųjų 9 narių suma: S, L t. y. S, = - Mo = 1533. 
q- 


"e 5, = 1533. 


Geometrinė progresija yra nykstamoji, jei jos vardiklio modulis mažesnis už 1, 


t. y. |g|<1 (nes lim q" =0, kai |g|< 1). 
Nykstamosios geometrinės progresijos pavyzdžiai: 
5.5. 1 
20, 10; 5, = b, = 20, q=— 
р а 4 m 2), 
>, S 1 
80; -20; 5; -—; —;...| b, 280, 4--- 
2) * 16! ЯС 8 z) 
Nykstamósios geométrinés progrèsijos narių suma vadiname ribą 
5- lim 5, = lim A4 -D. 
no [aee q-1 


Kadangi lim 4" =0, tai nykstamosios geometrinės progresijos narių suma 
noe 


55—12, 
1-4 


Pavyzdys. Žinome, kad b, = 100, 4 => Raskime S; ir S. 


5 - 
Sprendimas. S; = I = 193,75, 
100 -2080 
1-0,5 


Keičiant begalinę periodinę dešimtainę trupmeną paprastąja galima taikyti nyks- 
tamosios geometrinės progresijos narių sumos formulę. 
Pavyzdys. 0,(23) = 0,232323... = 0,23 + 0,0023 + 0,000023 + ... 
Skaičiuojame nykstamosios geometrinės progresijos narių sumą, kai b, = 0,23, 
4 = 0,01: 
023 23 
bos 0,01 99' 


Taigi 0,(23) 2. 
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Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Ką vadiname skaičių seka? Pateikite pavyzdžių. 
2. Konkrečiais pavyzdžiais paaiškinkite sekos ribos sąvoką. 


3. Kokias sekas vadiname didėjančiosiomis, mažėjančiosiomis, nykstamosiomis? 

Kurioms iš jų priskirtumėte seką: 
2n+1 (-1)" 
а) ———; | b)——; c) Vn? 
) n ) n+1 ) 

4. Kokia seka vadinama aritmetine progresija? Ka vadiname aritmetinés progre- 
sijos skirtumu? 

5. Užrašykite aritmetinės progresijos pirmųjų и narių sumos formulę. 

6. Kokia seka vadinama geometrine progresija? 

7. Ar teisingas teiginys: kiekviena mažėjanti geometrinė progresija yra nyks- 
tamoji? Ar teisingas šiam teiginiui atvirkščias teiginys? Atsakymą pagrįskite. 


8. Kaip suprantate nykstamosios geometrinės progresijos narių sumos sąvoką? 


Orientaciniai uždaviniai 


1. Užrašykite sekos (x,) pirmuosius keturis narius: 


a) x, = 6- 2n; b) x, 2 n(n +3); 
(71)! 
Lg d x,=——. 
c) х, =n ) 31-3 
2. Užrašykite sekos n-tojo nario formulę: 
a) 3727 75: 9: ELS ...; b) 1;.4; 9: 16; ....; 
Lad LATA 


c) сЕ 47 2 [5 9 4) -1; 2: -4, 8: Sus Ж 
Kuri iš šių sekų yra aritmetinė progresija? Geometrinė progresija? 
3. Įrodykite, kad seka yra mažėjančioji: 


a) „==, b) x, = /n*1- Jn. 
n+ 


4. Sekos n-tasis narys х, = 10 – Зи. 


a) Įrodykite, kad ši seka yra aritmetinė progresija. 

b) Užrašykite šios sekos pirmųjų п narių sumos formulę. 

5, Aritmetinės progresijos antrasis narys 12, penktasis narys 21. Apskaičiuokite 
pirmųjų dvylikos narių sumą. 


6. Knygoje 168 puslapiai. Mokinys pirmą dieną perskaitė tris puslapius, kiek- 
vieną kitą dieną — dviem puslapiais daugiau. Kiek dienų mokinys skaitė knygą? 
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7. Aritmetinės progresijos šeštasis narys lygus Ig penkioliktasis — 
(2+ 4/3) +19. Raskite: 

a) progresijos skirtuma; 

b) pirmojo ir trečiojo narių sandaugą; 

C) pirmųjų septynių narių sumą. 

8. Aritmetinės progresijos aštuntojo ir dvyliktojo narių suma lygi 108. Raskite 
pirmųjų devyniolikos narių sumą. 

9. Geometrinės progresijos antrasis narys b, = —2, trečiasis b, = 6. Raskite: 

a) septintąjį narį; b) pirmųjų septynių narių sumą. 

10. Už pirmą darbo dieną darbdavys moka darbuotojui 1 ct, kiekvieną kitą dieną 
atlyginimas dvigubėja. 

Darbuotojas gavo pasiūlymą ir iš kito darbdavio, kuris už pirmą darbo dieną 
mokės 60 Lt, kiekvieną kitą dieną didindamas atlyginimą 10 Lt. Abiem atvejais darbo 
yra tik dvidešimčiai dienų. Ar tikrai antrojo darbdavio pasiūlymas naudingesnis 
darbuotojui? Atsakymą pagrįskite skaičiavimais. 

11. Įrodykite, kad seka, kurios n-tasis narys x, = 6?-! + 36" *!, yra geometrinė 
progresija, ir raskite jos vardiklį. 

12. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę, palikdami dvidešimt pirmųjų narių: 

a) Š + 6 + 12 24+. 

b) 1-2+4-8+.... 


-3 
13*. Skaičiai 12-27 


; 2; P yra pirmieji didėjančiosios geometrinės progresijos 
nariai. Raskite šios progresijos pirmųjų devynių narių sumą. 


14. Raskite nykstamosios geometrinės progresijos narių sumą, kai: 


1 1 
a) b, = 10, 4-1, b) b, = -20, 4-1: 
) b, q 1 ) 6, 4 2 

1 1 
c) b, = 4, Цин 4) b, = 1, 73 


155, Skaičiai x; log y; 8 – x yra gretimi aritmetinės progresijos nariai. Skaičiai х; x?; 
: — gretimi geometrinés progresijos nariai. Raskite suma begalinés nykstamosios 
geometrinės progresijos, kurios b, = Jy -6x, q = х. 

16*. Kamuoliukas, nukritęs i$ 1 m aukščio, kaskart atšokdamas nuo žemės neten- 


ka 25 % energijos (t. y. atšokęs pakyla į 25 95 mažesnį aukštį). Laikydami judėjimą 
begaliniu procesu, apskaičiuokite visą kamuoliuko kelią (nuo judėjimo pradžios). 
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Pasitikrinkite 


1. Skaičių sekos n-tojo nario formulė x, = 


n(n+1) 
a) Užrašykime jos keturis pirmuosius narius ir raskime jų sumą. 
b) Apskaičiuokime pirmųjų 59 narių sumą. 


Sprendimas 

а) x = — : E C "E gu Lot ln 
TET 2” Жо, ` 8S4 12 " 45 20 
b x i E | 

L eo deren m. 
2 6 12 2075 


Atsakymas: 5, = t 


b) Ieškomą sumą skaičiuojame taip: 


1 1 1 1 1 
So —— +—+—+...+——+— 
1:2. 273.394 58.59 59.60 
I ll d Ж I ‚39 
=1-—+—-—+—-—+..+——-——=1-—=—. 
2 2 3 3 4 59 60 60 60 


Atsakymas: 5,, = 


2. Su kokiomis x reikšmėmis skaičiai a; b; c nurodyta tvarka yra aritmetinės 
progresijos nariai? 

a) a = 3 -x, b = 5, c = 2x; 

b) a = -1, b = log, x, c = 7. 

Sprendimas. Skaičiai a; b; c yra aritmetinės progresijos nariai, jeigu 2b =a +c. 
Liko išspręsti lygtį: 


a) 3-x+2x=5.2, 
am, 
Atsakymas: x — 7. 
b) 2 log, x = -1 + 7, 
log, x = 3, 
х= 25 = 8. 


Atsakymas: х = 8. 


3. Aritmetinės progresijos penktasis narys 12, aštuntasis narys 18. Apskaičiuo- 
kime: 

a) dešimtąjį nari; b) pirmųjų dešimties narių sumą. 

Sprendimas. a) Kadangi a, = 12, а, = 18, tai taikydami formulę a, = a, + (n – 1)d 
à, +44 = 12, 


rasome: lis 47d 218. 
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Atėmę pirmąją lygtį i$ antrosios gauname: 3d = 6, t. y. d = 2. 
Įrašę d = 2 į pirmąją lygtį, randame pirmąjį nari: a, + 4-2 = 12, t. y. a, = 4. 
Dešimtasis narys а„ = a, + 9d, t. y. a, = 4 + 9.2 = 22. 

Atsakymas: a,, = 22. 


a +a : a +a 
— —.n, tai 8 ----1-10- 
2 2 


b) Kadangi S, = M 


-10= 130. 
Atsakymas: 5, = 130. 


4. Laisvai krintantis kūnas per pirmąją judėjimo sekundę įveikia 4,9 m kelią, 
kiekvieną kitą sekundę — 9,8 m ilgesnį kelią. Raskime kelią, įveiktą per: 
a) 6-ąją sekundę; b) 6 sekundes; c) n sekundžių. 
Sprendimas 
a) Kelią, įveikiamą per n-tąją sekundę, pažymėkime /,, t. y. 
l = 4,9 m, I, = 4,9 + 9,8 (m), L, = 4,9 + 9,8-2 (m) ir t. t. 
Seka (1) — aritmetinė progresija, kurios skirtumas d = 9,8. 
l; = L + 5d = 4,9 + 5-9,8 = 53,9 m. 
Atsakymas: 53,9 m. 


b) Kelias per 6 sekundes — minétos aritmetinés progresijos pirmuju 6 nariu 


4 
suma. Todél S, = 2 (> LM 


-6-176,4 m. 
Atsakymas: 176,4 m. 
c) Raskime aritmetinės progresijos (/,) pirmųjų п narių suma: 


р „22509-04, 


п , 


ai 2 
ГР” 2 NES 1) v нэ „йд. 
Atsakymas: 4,9n?. 
5. Languotos figūros kraštinėse CA ir B 


CB — po 100 langelių. Kraštinėje AB taip 
pat 100 langelių, kurie visi nuspalvinti. Kitų 
nuspalvintų langelių išsidėstymas pavaiz- 
duotas brėžinyje. Raskime: 

a) visų langelių skaičių; 

b) nuspalvintų langelių skaičių. 
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a) Langeliai išdėstyti eilėmis po 100; 99; 98; ..; 1. Todėl visų langelių skai- 
čių galima apskaičiuoti pagal aritmetinės progresijos pirmųjų z = 100 narių sumos 
formulę: 


100+1 
Sio = 


. 100 = 5050. 
Atsakymas: 5050. 


b) Skaičiuojame nuspalvintus langelius pagal įstrižaines, pradėdami nuo viršūnės C: 


2+4+6+8+..+100=2+100 „50. 2550, 
Atsakymas: 2550. 
. 2 . 3 . . 98 ` 99 
6. Apskaičiuokime reiškinio LRL reikšmę. 


Sprendimas. Sudaugindami laipsnius su vienodais pagrindais, laipsnio rodiklius 


sudedame. 
2! 5 22 | 23 А 298 4 299 = 25245-99819. 


14-99 


1+2+3+...+98 +99 = $, = - 99 = 4950. 


Todėl reiškinio reikšmė yra lygi 
4950 4950 4950 
= = ав = ак =2'=8. 
8 (27) 2 
Atsakymas: 8. 
7. Sekos pirmųjų n narių suma S, = 3n? + 2n. 
a) Parašykime šios sekos n-tojo nario formulę. 


b) Įrodykime, kad ši seka yra aritmetinė progresija. 


Sprendimas. 5, = а, + 2, +... +а, у +а,, 
Saa =а+а,+... +а, 1. 
Todėl а, = Š, - Sr 
S, = Зп? + 2n, S, = 3(n- 1)2 + 2(n – 1) = 3$? - 4n + 1, 
a, = Зп? + 2n - Зп? + 4n - 1, 
a, = 6n - 1. 
Atsakymas: a, = бп – 1. 
b) Pakanka įrodyti, kad a,,,- a, nepriklauso nuo numerio n e N: 
а, = 6n-1, a,,, = 6(п + 1)-1 = 6n + 5, 
G, a, = бп +5-6n + 1 = 6. 
Kadangi а, ,, – a, nepriklauso nuo numerio n, nagrinėjamoji seka yra aritmetinė 
progresija. 
Teiginys irodytas. 
8. Su kokiomis x reikšmėmis skaičiai а = 2x — 1; b = x + 1; c = 4 yra geome- 
trinés progresijos nariai? 
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Sprendimas. Skaičiai a; b; с yra geometrinės progresijos nariai, kai b? = ac, b + 0. 
Liko išspręsti lygtį: 
(х + 1)? = 4(2х- 1), xz-1, 
х? + 2х + 1 = 8х - 4, 
х2 - бх + 5 = 0, 
х=; х, = 5. 
Atsakymas: 1; 5. 


В Ь С 9*, Apie apskritimą apibrėžta Іуріаёопе trapecija, ku- 
rios pagrindų ilgiai a ir b, šoninės kraštinės ilgis c, aukšti- 
nės ilgis A. 

Įrodykime, kad skaičiai a; c; b yra aritmetinės progre- 
sijos nariai, o skaičiai a; h; b — geometrinės progresijos 
nariai. 

АН р 


< a —» 


Sprendimas. Keturkampio, apibrėžto apie apskritimą, 
priešingųjų kraštinių ilgių sumos yra lygios: 
AD + BC = АВ + CD, todėl a + b = 2c. 


Taigi a; c; b yra iš eilės einantys aritmetinės progresijos nariai. 


Кайа АВ”--АН ЫН, бан bi y wasip 
g 5 i 


а? + 2ab + b? = a? - 2ab + b? + 4h?, 
ab = h?. 

Taigi a; h; b yra iš eilės einantys geometrinės progresijos nariai. 

10. Geometrinės progresijos antrasis narys 3, penktasis narys 81. Apskaičiuoki- 
me pirmųjų aštuonių narių sumą. 
bq =3, 
Ба = 81. 
Padaliję antrąją lygtį i$ pirmosios gauname: 4° = 27, t. y. q = 3. 


Sprendimas. b, = big", Б, = 3, Б; = 81, todėl | 


Įrašę g = 3 į pirmąją lygtį turime b,-3 = 3, t. y. b, = 1. 
Skaičiuojame pirmųjų aštuonių narių sumą: 
8 - . 8 — 
5, = b (q 1) ЯВ 1 (3 1) = 3280. 
4-1 3-1 
Atsakymas: 3280. 
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11. Trys skaičiai a; b; c yra gretimi geometrinės progresijos nariai. 
ах? +2bx+c 
(ax+bY 
Sprendimas. Tarkime, kad geometrinės progresijos vardiklis yra g. Tada b = aq, 
саа”. 


Suprastinkime trupmena 


qe; 2 t2bx +c ax *2aqx*ag^ _ а(х? +2xq+q°)  a(x*q) 1 
81 (axeby (ахаа) AL mim: 


1 
Atsakymas: 2 


12. Įrodykime, kad seka, kurios n-tasis narys b, = 2" + 2777 yra geometrinė pro- 
gresija ir raskime jos pirmųjų šešių narių sumą. 


Sprendimas 
b, = 2" + 2". 23 = 2n(1 + 8) = 9-2", todėl Б, = 9 . 2+. 

: : Ёл 92“ ; 28-72 
Gretimy nariy santykis b ул? nepriklauso nuo л, todėl ši seka уга 


geometrinė progresija. Jos vardiklis 4 = 2, pirmasis narys b, = 9-2! = 18. 


5.4 6 _ 
Да S aa, 


4-1 -1 
Atsakymas: 1134. 


13. Didėjančiosios geometrinės progresijos trečiasis narys 4, antrojo ir ketvir- 
tojo narių suma 10. Raskime pirmųjų septynių narių sumą. 
Sprendimas. b, = 4; b, + b, = 10. 
54 = 4, 
b.(q+q°)=10. 
Padalije antraja lygti iš pirmosios gauname: 


Kadangi b, = b,q?; b, = Ьа; b, = bg, tai | 


g +1 _ 5 
q 2 
242 – 59 + 2 = 0, 
1 
= 2; ==, 
4 4-2 
Kadangi geometrinės progresijos vardiklis g > 1 (progresija didėjančioji), tai q = 2, 
4 — 
b = 2 


7 —— . 7 — 
5, = Б,(4 1) 2 1 (2 1) 25 1275 
4-1 2-1 
Atsakymas: 127. 
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14. Suprastinkime reiškinį: 
2 3 4 
LU LUNA Эн ан M kai |x | < 2. 
2305416118 [6 


Sprendimas. Prie 3x pridedame nykstamosios geometrinës progresijos nariu 


suma, b, =Ž, ą=Ž t. у. |g|<1. Todėl 


2 25 
Ж 
Гре. ТАШИЛТ. 
2 
= 2 vx 2 
Тш 318 x _6x 3х +х _7х 3Х 
2-x 2-x 2-x 
7x- 3х? 
A : : 
tsakymas gem 


15*. Raskime begalinės laužtės CC,C,C,... ir stačiojo trikampio įžambinės АВ 
ilgių santykį, jei ZCAB = a (žr. brėž.), ZACB = 90°. 
AC . 
cos a." 


Sprendimas. AB = 


CC, = ACsina, 
С.С, = ACsin?a, 
C,C, = ACsin?o. 


Taigi laužtės atkarpos sudaro nykstamąją 
(|g| = Įsina| < 1) geometrinę progresija. Jos 
narių suma 

SCC + CC FCC, Fas 

_ СС,  AC-sina 

1-4 1-8 0” 
. ACsina(1+sina) _ 
(1—sin o)(1- sin о) 
. AC: sina : (1-4 sina) 
cos! 0. í 
S _AC-sing-(1+sina) cosa _ 


AB cos? à AC 


= tg a (1-- sina). 


Atsakymas: tgo(1 + sin o). 
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Kontrolinio darbo pavyzdys A 


1. Irodykite, kad seka, kurios n-tasis narys х, “50 yra didėjančioji. 
n 
2. Aritmetinės progresijos pirmasis narys 1,2, trečiasis 2,6. Raskite jos pirmųjų 
devynių narių, kurių numeriai lyginiai, sumą. 
3. Automobilis per pirmąją judėjimo sekundę nuvažiuoja 3 m kelią, per kiek- 
vieną kitą sekundę 2 m daugiau. Kokį kelią automobilis nuvažiuos per 12 sekundžių? 


4. Įrodykite, kad seka, kurios n-tasis narys х, = 0,5* - 2"-?, yra geometrinė prog- 
resija ir raskite jos pirmųjų z narių sumą. 


5. Nykstamosios geometrinės progresijos pirmasis narys 9, ketvirtasis 7 Ras- 


kite visų jos narių sumą. 


: px. 
D LAIPSNINĖ FUNKCIJA. 
IRACIONALIOSIOS LYGTYS 
IR NELYGYBÉS 


5.1. LAIPSNINĖS FUNKCIJOS SAVOKA 


Teorinės žinios 


Pavyzdžiai: 1) Дх) = х; D(f) = R; 

2) f) =x DU) = (=s; 0)U(0; +e); 

3) fe) ==; DU = [0; +=); 

4) fe) =x ^; Рф) = (0; +=; 

5) дю) ==; Рф) = [0; +=). 
2. Kadangi {х i laipsninéms funkcijoms priskiriama ir funkcija 

f(x) 2 fx; čia ne N, n 22. 

Siuo atveju D(f) = [0; +æ), jei n lyginis, ir D(f) = R, jei n nelyginis. 
Primename, kad esant nelyginiam n lygybė {х = p teisinga tik tada, kai x 2 0, 


nes neigiamajam pagrindui laipsnis su trupmeniniu rodikliu nėra apibrėžtas. 
Toliau nagrinėsime atskirus laipsninės funkcijos atvejus. 
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5.2. LAIPSNINĖ FUNKCIJA SU 9.4, LAIPSNINE FUNKCIJA SU SVEIKUOJU RODIKLIU || 


Teorinės žinios 


1. Panagrinėkime funkciją f(x) = x", kai n e Z. 

Jei ne Z, n > 0 (t. y. jei n e N), tai D(f) = R. 

Jein < 0, пє Z, tai D(f) = (—; 0)U(0; +оо), nes reiškiniai 09; O-!"! neturi prasmės. 
2. Funkcija y =x", ne Z lyginė, kai п yra lyginis arba nulis, t. y. jeigu 


n = 2k, Кє Z. 
Esant nelyginiam n, t. y. jeigu n = 2k + 1, ke Z, funkcija yra nelyginė. 


3. Funkcijos y = x", n e Z grafikų eskizai (atsižvelgiant į n reikšmes) yra tokie: 


р 


Kai n = 2; 4; 6; ... Kain 23;5; 7; .. 


у 2) 
х х 


Каі n = 1. Kai zn = 0 


+ 2 


Kai n = -1; -3; Kai n = 2; -4; -6; ... 
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5.3. FUNKCIJA y = х, ne N, n22. 
IRACIONALIOSIOS LYGTYS 


1. Jau minéjome, kad funkcijos f(x) = 4/x apibrėžimo sritis D(f) = R, kai n = 3; 
5; 7; ... ir D(f) = [0; +œ), kai n = 2; 4; 6; ... 
2. Kai n — lyginis skaičius, funkcija f(x) nėra nei lyginė, nei nelyginė. Jos grafiko 


eskizas toks: 
y 


Reikšmių sritis E(f) = [0; +). 


3. Kai n — nelyginis skaičius, nagrinėjama funkcija yra nelyginė. Jos grafiko 
eskizas atrodo taip: 


E(f) = R. 


4. Funkcijai f(x)=4/x atvirkštinė funkcija уга g(x)= x" (jei n lyginis, šis teiginys 
teisingas, kai x 2 0). 


Pavyzdys 
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5. Pavyzdys. Raskime funkcijų /(х)-4х ir g(x) = x — 2 grafikų susikirtimo taš- 
kų abscises. 


Sprendimas. Reikia rasti x reikšmes, su kuriomis funkcijų f(x) ir g(x) reikšmės 
yra lygios. Sudarome lygtį /x = x-2. 
Pakėlę abi puses kvadratu gauname: 
x = x? — Ax + 4, t. y. 


х=; x,=4. 

Patikrinę šiuos sprendinius (įrašydami juos į lygtį) matome, kad x,= 1 netenkina 
lygties, todėl nėra jos sprendinys. Priešingai, x, = 4 lygtį tenkina. 

Atsakymas: x = 4. 

Išspręstąją lygtį iliustruokime grafiškai: 


ке. 


Iracionaliųjų lygčių sprendimo būdus nagrinėsime vėliau. 


5.4. LAIPSNINĖ FUNKCIJA SU RACIONALIUOJU 
IR REALIUOJU RODIKLIU 


Teorinés Zinios 


Kadangi laipsniné funkcija su racionaliuoju rodikliu neapibrėžta su neigiamo- 
siomis x reikšmėmis, tai ji nėra nei lyginė, nei nelyginė. 
2 
Pavyzdys. Išspręskime lygtį (6-2х) = 32. 


Sprendimas. Lygties apibrėžimo sritį nusako nelygybė 6 — 2x > 0. 
Pakėlę abi lygties puses laipsniu, kurio rodiklis yra skaičius, atvirkštinis skaičiui 


3 


5 3 3 
3 (t. y. laipsniu 5) gauname: 6—2x = 325. 
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3 5 
Kadangi 325 = (25)5 2 2? =8, tai 


Atsakymas: 1-1). 
1 
2. Funkcija, atvirkštinė funkcijai f(x) = x, kai x e D(f), yra g(x) 2 x". 


1 
Iš tikrųjų g(f(x)) -(x') =x, kai хє D(f). 
3*. Esame apibrėžę laipsnį su realiūoju rodikliū (II skyrius). Tad dabar api- 
bendrindami paanalizuokime laipsninę funkciją f(x) = x*, а є R. 
Каі а> 0, D(f)= [0; +»), E(f) = [0; +). 
Kaia «0, D(f)= (0; +»), Е( = (0; +). 
Каі а = 0, D(f) = (0; +), ЕФ) = {1}. 


Panagrinékime funkcijos f(x) grafiko atskirus atvejus: 


d. 1 


Kai а> 1, х 2 0. Kai 0<a<1,x 2 0. 
y y 
1 
X. х 
Kai а = 1, x 2 0. Kai а = 0, x > 0. 


Каі а < 0, x-> 0. 
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5.5. IRACIONALIUJU LYGČIŲ SPRENDIMO BŪDAI 


1. Iracionaliąją lygtį РО) = g(x) sprendžiame, keldami abi puses n-tuoju laips- 
niu. Išsprendę gautą lygtį jos sprendinius patikriname, įrašydami juos į pradinę lygtį. 

Galima naudotis ir tokiais nurodymais. 

Kai n = 3; 5; 7; ..., nagrinėjama lygtis ekvivalenti lygčiai f(x) = (g(x))". 


f(x) -(8С0), 
g(x) 2 0. 
(Sąlyga f(x) 2 O nebūtina, nes ji išplaukia iš to, kad (g(x))" 2 0, kai n lyginis.) 


Pavyzdys. Išspręskime lygtį V2x+5-1= x. 


Kai n = 2; 4; 6; ..., lygtis ekvivalenti sistemai | 


Sprendimas. /2x+5 =x+1. Pakële abi puses kvadratu gauname: 
2x + 5 2x* 2x Ф 1, 


х2 = 4. 
Хүэ-2) x, = 2. 
Įrašę gautus sprendinius į iracionaliaja lygtį matome, kad x, = -2 nėra lyg- 


ties sprendinys. 
Atsakymas: (2). 


Pavyzdys. Išspręskime lygtį /2x-3 = x-2. 


2x-3=(x-2)", 
Sprendimas. Lygtis yra ekvivalenti sistemai $2250 


Sprendžiame gautą kvadratinę lygtį: 
2x -3 = x!- 4х + 4, 
x?- 6x + 7 = 0. 
Lygties sprendiniai x, 23—4/2, x, =3+ 42. 
Tik vienas ju (3-42 ) tenkina sąlygą x — 2 > 0. 
Atsakymas: 13-42) 
АА ER ONE 
2. Iracionalioji lygtis +/f(x) = У (х) yra ekvivalenti sistemai #(х)>0, а1 
n lyginis, ir lygčiai f(x) = g(x), kai n nelyginis. 
3*. Lygtys /f(x)+a+ f(x) = b, kurių pošaknio kintamoji dalis f(x) sutampa su 
likusiaja kintamąja dalimi, sprendžiamos kintamojo keitimo būdu, pažymint 
Jf(x)+a=120. 
Tada gauname kvadratinę lygtį t + 2 = b + a ir ieškome jos neneigiamuju spren- 
dinių. Vėliau grįžtame prie ankstesniojo kintamojo. 
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Pavyzdys. Išspręskime lygtį үх2+х+7 =x +x+1. 


Sprendimas. Spręsti keliant abi puses kvadratu yra sudėtinga (įsitikinkite). 
Pastebėję, kad pošaknio ir likusios dalies kintamosios dalys (reiškinys x? + x) sutam- 
pa, lygtį sprendžiame kintamojo keitimo būdu. 


үх? +х+7 = х2 +х+7-6. 
Pažymime үх? +х+7 => 0. 


Išsprendę kvadratinę lygtį t = 2 – 6, gauname: t, = –2; t, = 3. 
Reikšmė г, netenkina sąlygos t 2 0, todėl ja atmetame. 


Sprendžiame lygtį: 
№? +х+7 = 9, 
x2 + x-2 = 0, 


x, = —2; x, = 1. 
š Atsakymas: 1-2, 11. 


4. Lygtis f(x): Jg(x) =0 yra ekvivalenti sistemų visumai: 


f(x) - 0, g(x) - 0, 
g(3)20. 28 se DP. 


Pavyzdys. Išspręskime lygtį x? -J2-x =9/2- x. 
Sprendimas. (x? -9)J2 - x = 0, 


x!-9-0, 
2—х>0 arba 2-х=0, 


x=-3, x=3, 
arba x<2, arba x=2; 


Atsakymas: (-3, 2). 
Pavyzdys. Išspręskime lygtį (Vx - 2) х” -25-0. 


Sprendimas 


x!-2520 x20 
x=4, 2 225, 
x > 25: >0; 
e; x 5 


Atsakymas: (5). 
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5.6". IRACIONALIOSIOS NELYGYBĖS 


Pavyzdys. Išspręskime nelygybę /x +6 > x. 


Sprendimas. Randame ir brėžiame nelygybės apibrėžimo sritį: 


x+620, 
x2-6; 
D(f) = [-6; +). 6 x 


Sudarome ir sprendZiame lygti: 
Jx+6=x, 
| +6 = x2, 
x20; 
x=3. 


Lygties sprendinį žymime brėžinyje, vaizduojančiame nelygybės apibrėžimo sritį: 


-6 3 х 
Kiekviename iš gautų dviejų intervalų nustatome reiškinio Р(х) = /x+6 -x reikš- 
mės ženklą. Pasirenkame x reikšmes 0 ir 10: 
f(0)=J0+6-0= J6 >0, 
f(10) = 4104-6 —10 2 -6 « 0. 
Nepamirškime, kad sprendžiamoji nelygybė yra f(x) > 0. 
Atsakymas: x є [-6; 3). 
Išspręstos nelygybės grafiko eskizas pa- 
M rodytas brėžinyje. (Radome x reikšmes, su 
— У=%х+6 kuriomis funkcijos y=/x+6 grafiko taškai 
yra aukščiau funkcijos y = x grafiko taškų.) 
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2. Pavyzdys. Išspręskime nelygybę Vx < x. 


Sprendimas. Šiai nelygybei taikome kintamojo keitimo metoda. 
Zymime 4x = t> 0. 
Gauname kvadratinę nelygybę 


£st? 
(1-1) < 0; 
+ i 
0 1 t 
t21 arba t= 0, 
4х >1, x=0, 
k= k aus) 


Atsakymas: x e[1; +) (0). 
3. Iracionaliąsias nelygybes galima spręsti ir naudojantis schemomis. 


1“. Nelygybė i f(x) > (х) yra ekvivalenti sistemų visumai: 


|) »g'(x) Ee 2 0, 
g(x)20 arba g(x) « 0. 


2". Nelygybé 4 f(x) > Jg(x) yra ekvivalenti sistemai 
f(x)» 800, 
8(х)20. 


3". Nelygybė 3 f(x) « g(x) yra ekvivalenti sistemai 


f(x) «200, 
f(x) 20, 
g(x) 2 0. 


Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Nurodykite kintamojo x reikšmes, su kuriomis yra apibrėžta funkcija: 


a) y= x b) y = 2) x —2006; 
1 
c) y = (2 —x)*; d) yzx*. 
2. Remdamiesi grafikų eskizais nustatykite, kiek sprendinių turi lygtis: 
2 3 
а) x? = x2; b) x2— 1 = x°. 


3. Kokias lygtis vadiname iracionaliosiomis? 


4. Paaiškinkite, kodél neturi sprendiniu lygtis: 


a) х-1-41-х-2, b) Vx =—x2 -1. 
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5. Kurios iš pateiktų lygčių yra iracionaliosios: 
2 


а) x! -V2 2453; b) Vx =7; б) x55 
d) x°” =2; e) +=, f) (Vx =з? 


6. Su kokiomis t reikšmėmis teisinga lygybė: 
a) VP =; b) 4 2-5 с) Je = t; 
2 
d) 4 =-t; е) (2) =t; f) (Су = 22 


Orientaciniai uzdaviniai 


1. Vienoje koordinačių sistemoje nubraižykite funkcijų f(x) ЕР. ir g(x) = х! 
grafikų eskizus. И 
a) Remdamiesi grafikais, išspręskite lygtį x? = х!°. 
b) Remdamiesi grafikais, išspręskite nelygybę x? < x'^. 
c)* Įrodykite, kad funkcijos f(x) ir g(x) yra viena kitai atvirkštinės. 
25. Išspręskite lygtį: 
2 5 


a) х3-х 3 = x; b) х02. x15 = 16; 

c) (x-2)5 528; d) х05 = (x - 12)”. 

3. Raskite funkcijų f(x)- Vx+13 irg(x) = x + 1 grafikų susikirtimo taškų koor- 
dinates. 


4. Su kokiomis x reikšmėmis funkcijų f(x)- /2x—1--9 ir g(x) = x + 7 reikšmės 
yra lygios? 

5. Išspręskite lygtį: 

a) Vx+2 = x; b) Jx+6-x=0; c) 2V3x-6-1=x; 

а) V2x+3-Jx+1=x+3; е) 3/x+2+2=4x; f) N2x- x! +3x=4. 

6*. Išspręskite lygtį: 


1 1 
Е уе me papt ra 
b) 1-2х = $x; 
с) (x? * 4 4x-3 2 5x4x-3; 


е) 2x! -3x - 42x! - 3x 45 =1. 


=x? -4; 
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7*. Išspręskite nelygybę: 


a) Vx+2 > x; b) (x? - 4 x *12 0; 
c) 2/x-1- 4x43 <2; d) Vx + Vx+8 «4, 
e) 4х--4/5-х «3. 
8. Išspręskite nelygybiu sistemą: 

дээ, 42х-5 «3, 
а) 2 ; b)* 2 

X > 5; x^ —8x+15>0. 


Pasitikrinkite 
1*. Funkcija f(x) = x5. Raskime: 
a) funkciją g(x), atvirkštinę funkcijai f(x); 
b) funkciją F(x) = g(8x); 
c) intervalą, į kurį funkcija F(x) atvaizduoja skaičių intervalą Н T 
Sprendimas 
1 
a) Funkcijai f(x) =x atvirkštinė funkcija уга g(x) = x'. Mūsų r=-2. Todėl 
-2 
&(х)=х. 


2 2 


b) F(x)= g(8x) = (8х) ° = 8363, 


2 -2 E^ 
Kadangi 8 ` = (2°) *=27 => tai F()e ix 3 
а 2 

с) r(5)-i(z) " sapi 4=1, 

8) 4 «8 4 

1.3 1 
Е(1)=-—:1 3 == 

(0-4 


Taigi funkcija F(x) intervalą (5 | atvaizduoja | intervala E J 


Tai galima iliustruoti grafiškai: 
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2 
2. Išspręskime lygtį (6x -2)? = 4. 


3 
Sprendimas. Lygties abi puses keliame laipsniu su rodikliu PE 


3 
6х-2-42, 
6122 = 8, 


х= —. 


3 
5 
Atsakymas: BI 
2 2 
3*. Raskime kreivės |х|з +|y|5 25 ir tiesės y = 8х sankirtos taškų koordinates. 
2 2 
Sprendimas. |х +|yË: = 5, 
y=8x. 
2 2 
Reiškinys | +|y|3 apibrėžtas su visomis (х, y) reikšmėmis. Įrašę | pirmąją lygtį 
2 
y = &x ir atsižvelgdami į tai, kad 8? =4, gauname: 
2 2 
|х| +|8x|: = 5, 


{+44} = 5, 


2 
5 =5, 
= 
Xe. 


Kai x = 1, y=8. 
Kai x = -1, = -8. 
Atsakymas: (1; 8); (-1; -8). 
2 20042 
Pastaba. Kreivė, kurios lygtis |x|š 4|ур =a?, kai a > 0, matematikoje yra žinoma 


astroidės (kitaip — žvaigždinės) pavadinimu (žr. brėžinį). 
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4. Išspręskime lygtį: 
a) Vx+7 2 x«l 
b) 24x *1-x-1. 


Sprendimas. a) Pakėlę abi lygties puses kvadratu gauname x + 7 = x? + 2x + 1, 
t. y. x + x -6- 0. 
Šios lygties sprendiniai x, = 3, x, = 2. Tikriname: 
x, =-3, J-3+7 +-3+1, nes 2 2 -2; 
x, = 2, J2+7=2+1, nes 3 = 3. 
Atsakymas: (2). 
b) Šitą lygtį sprendžiame kitaip, — sudarydami jai ekvivalenčią sistemą: 
2/x+1=x+ 1: 
4(х+1) =(х+1)?, 
: 1120; 
x! -2x-3-0, 
| 2-1. 
Abu kvadratinės lygties sprendiniai (x, = -1, x, = 3) tenkina sąlygą x 2-1. 
Atsakymas: (-1, 3). 
5*, Išspręskime lygtį yx =6+ x. 
Sprendimas. Pakeičiame kintamąjį: 
Ух =t (tada x = P). 
Gauname lygtį 
і=6+ Р, 
Ё-1+6 = 0, 
P — 4t + 3t + 6 = 0, 
t(t - 2)(t + 2) + 3(t + 2) = 0, 
(t + 2)( -2t + 3) = 0, 
t+2=0 аба 2-21+3 = 0, 
t—-2; sprendinių nėra, nes D < 0. 
ds --2, 
x = -8. 
Atsakymas: (-8). 
6*. Išspręskime lygtį x? -x-24 x? =x+8. 
Sprendimas. Lygtį užrašome taip: 


Мх2 -x-24 x! -x-226. 
4x! -x-2 2120. 


Pakeiciame kintamaji: 
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Gauname kvadratinę lygtį su kintamuoju t: 


t + Ё = 6, 

t: y: Ë + 1-6 = 0, 
t, = —3 (netenkina sąlygos t > 0), 
t, = 2. 


Sprendžiame lygtį: 


4x^-x-2 22, 


x!-x-2 = 4, 
x!-x-6 = 0, 
x, = -2, х, = 3. 


Atsakymas: 1-2, 3). 
7. Išspręskime lygtį (x? – 7х+6)ү4- x? = 0. 
Sprendimas 


arba 4-22 = 0, 


x! -7x46-0, 
4-x!20 


xl, х=6, 
4-02 >0 аа 1,4 үхр афа х= +2, 


х= 1; 
Atsakymas: {+2, 1}. 


85. Išspręskime iracionaliaja nelygybę x(Vx - 3)( Vx + 3) 20. 


Sprendimas. Nelygybés apibrėžimo sritis D(f) = [0; +), t. y. 
0 x 

Nelygybe keičiame lygtimi x(Vx -3)(Vx +3) =0. 

Jos sprendiniai x, = 0, x, = 9 (įsitikinkite). 

Šiuos sprendinius žymime taškais nelygybės apibrėžimo srityje: 


= + 
0 9 x 


Kiekviename šių dviejų intervalų nustatome nelygybės kairiosios pusės ženklą. 
Atsakymas: x є [9; +) {0}. 
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Kontrolinio darbo pavyzdys B 


4 4 
1. Palyginkite skaičius 6 3 ir 7 3. 


3 

2. Raskite funkcijos f(x)-(6—x)? apibrėžimo sritį. Apskaičiuokite f(-3). 
3. Vienoje koordinačių sistemoje nubraižykite funkcijų f(x) = х2 – 4 іг g(x) = 23/x 
grafikų eskizus. Nustatykite, kiek sprendinių turi iracionalioji lygtis 

23x =x —4. 
4. Išspręskite lygti: 
a) Jx*5-xz3; 
b) x! J6- x 24946 - x. 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


4 
1. Į kokį intervalą funkcija f(x) = x ° -x atvaizduoja intervalą (0,125: +оо)? 


2. Apskaičiuokite «(s ir g[ 8), jei funkcija g(x) yra atvirkštinė funkcijai Дх) = 
=y", 

3. Raskite kreivės Vx +,/y =3 ir tiesės y -x = 3 sankirtos taškų koordinates. 

4. Išspręskite lygtį 4x—6x? +/2x-3x7+9+15=0. 


5. Raskite nelygybės 4х 23 sveikųjų sprendinių suma. 


E. 
6 RODIKLINĖ FUNKCIJA. 
RODIKLINĖS LYGTYS 

IR NELYGYBĖS 


6.1. RODIKLINĖ FUNKCIJA 


Teorinės žinios 


Jos apibrėžimo sritis D(f) = (-—; +e), t. y. D(f) = R. 
Rodiklinės funkcijos pavyzdžiai: 
у= 25 у= 10; у= 0. 
Pastaba. Kai a = 1, funkcija y = 1" yra apibrėžta (nes 1 galima kelti bet kokiu 
laipsniu), tačiau ji ne rodiklinė, o tiesinė (y = 1). 
2. Sudarome dalinę funkcijos y = 2* reikšmių 
lentelę: 


d 1). 1 
Pažymėję taškus | 2; al «b 2 ir t. t., brai- 


Zome funkcijos grafiko eskiza. 
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Dalinė funkcijos y = (| reikšmių lentelė ir gra- 


fiko eskizas: 


Matome, kad funkcijos y = 2* reikšmės visoje R didėja, o funkcijos y -(2) — 
mažėja. 
3. Apibendrindami nagrinėtus pavyzdžius, išvardykime pagrindines rodiklinės 
funkcijos savybes. 
1". Rodiklinės funkcijos y = а" reikšmės didėja visoje R, kai a > 1 ir mažėja visoje 
R, kai 0 « a « 1. ; 


2". Rodiklinés funkcijos grafiko eskizas atrodo taip: 
y 


1 


0 х 0 x 


y=a,kaia>1 у= а, kai 0<a<1 


Rodiklinės funkcijos у = a“ grafikas kerta Oy ašį taške (0; 1), nes a? = 1. 


3“. Rodiklinė funkcija y = a“ įgyja tik teigiamąsias reikšmes (visi grafiko taškai yra 
virš x ašies), t. y. а* > 0 su visais x e R. 

Taigi rodiklinés funkcijos reikšmių sritis E(f) = (0; +). 

4. Panagrinėkime bendresnį atvejį, t. y. funkciją 
f(x) =a**?,kaaa>0,a>1, k z 0. 

Jos grafikas kerta Oy ašį taške (0; а?), nes f(0) = a?. 
Funkcijos f(x) reikšmės didėja, kai a* > 1, ir mažėja, kai 
Ü <а « 1. 

Pavyzdys. Nubrėžkime funkcijos y = 21-* grafiko eskizą. 

Sprendimas. Cia a = 2, k = -3, b = 1. Grafikas kerta Oy ašį taške (0; 2). 


Funkcijos reikšmės (žr. brėžinį) mažėja visoje D(f) = R, nes а 2-2? -15 Í. 

5. Praktikoje rodiklinė funkcija apibūdina griūtinius procesus, pavyzdžiui, pa- 
rodo bakterijų dauginimosi greičio kitimą laikui bėgant, nusako radioaktyviųjų bran- 
duolių skilimo procesą ir pan. 
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6.2. RODIKLINĖS LYGTYS. JŲ SPRENDIMO BŪDAI 


Pavyzdžiui, 272 8; 5%! = 7; 9% = 3-1, 

Spresdami paprasčiausią rodiklinę lygtį а" = b, Каі a > 0, a +1, ieškome argu- 
mento x reikšmės, su kuria rodiklinės funkcijos f(x) = a* reikšmė yra lygi skaičiui b. 

Kai b > 0, lygties sprendinys (žr. brėžinį) yra x, = log, b. 


Kai b < 0, lygtis sprendinių neturi, nes b € 0 nepatenka į funkcijos y = a* reikš- 
mių sritį. 

2. Panagrinėkime rodiklinių lygčių sprendimo būdus. 

1) Pagrindą vienódinimo būdas. 


Pavyzdys. Išspręskime lygtį 42! = 8* 


Sprendimas. (2-1 = (23; 
26-2 = 2%, 
4x -2 = 3x, 
х = 2. 


Atsakymas: (2). 
2) Skáidymas daugikliais. 


Pavyzdys. Išspręskime lygtį 4* + 4**2 = 68. 


Sprendimas. 4 + 4.4? = 68, 
4(1 + 16) = 68, 
4.17 = 68 |:17, 
4 = 4, 
x=1. 


Atsakymas: (1). 
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3*) Kiritamojo keitimo būdas. 
Pavyzdys. Išspręskime lygtį 4—7-2**! + 48 = 0. 
Sprendimas. Ф-7-2-2-40148-0, 

Ф-14-2448-0. 
Keičiame kintamąjį: 2* = t > 0. 
Gauname kvadratinę lygtį su kintamuoju t: 

2 – 141 + 48 = 0, 
t=8 -аШфа. t= 6, 


2 = 8, 2 = 6, 
2-2, x = 108,6. 
x= 3; 


Atsakymas: (3, log,6). 
4) Abiejų lygtiés pūsių dalyba iš rėiškinio af. 
Abi lygties puses galima dalyti i$ 0/9, nes 2/0 +0 su visais хє D(f), a > 0, 
a z 1. 
Pavyzdys. Išspręskime lygtį 10%! = 8°. 52-1, 
Sprendimas. Abi lygties puses dalijame iš 52! > 0: 


22-1 = 8, 
22-1 = 23, 
2x-123x 

=-1. 


Atsakymas: 1-1). 


6.3. RODIKLINĖS NELYGYBĖS 


Teorinės žinios 


Pavyzdys. Išspręskime nelygybę 0,2 > 5. 
Sprendimas. Sprendžiame pagrindų vienodinimo būdu: 0,2* > 0,2-1. 
Kadangi а = 0,2 < 1 (rodiklinės funkcijos reikšmės mažėja), tai x <-1. 


Atsakymas: x € (—оо; -1]. 
Išspręstosios nelygybės grafinė interpretacija: 
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2. Bendruoju atveju nelygybė a/? > a£? уга ekvivalenti: 
nelygybei f(x) > g(x), kai a > 1; 
nelygybei f(x) < g(x), kai 0 « a « 1. 
3*. Panagrinékime rodiklinių nelygybiu sprendimo kitais metodais pavyzdžius. 
Pavyzdys. Išspręskime nelygybę 4—9.2 + 8 > 0. 
Sprendimas. Keičiame kintamąjį: 2: = t > 0. 
P-9t-8»20; 
- 2 + 
01 RN 
t<1 arba t»8, 
2: < 29 2.25. 
Laipsnio pagrindas a > 1, taigi 
x<0 arba x>3. 
Atsakymas: х € (—; 0)U(3; +). 
Pavyzdys. Išspręskime nelygybę x - 2* < 16x. 
Sprendimas. Nelygybei x(2* — 16) < 0 taikome intervalų metodą. 
Sprendžiame lygtį f(x) = 0; čia f(x) = x(2* - 16). 
x=0 arba X= 16, 


x=4. 
+ 5 + 
7 Ги — e — >» 
f(x) ženklai: 0 : » 


Atsakymas: x € (0: 4]. 


Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Kokia funkcija vadinama rodikline? 

2. Kurios iš pateiktų funkcijų yra rodiklinės: 

a) fia) =; Б) K) =; с) f) = 0,255 

ФА) =m; е) л) = 65 f) J) = 2; 8) f,@) = х"? 

3. Išvardykite jums žinomas rodiklinės funkcijos savybes. 

4. Ar gali rodiklinės funkcijos y = a* grafikas eiti per tašką (0; a)? Kodėl? 
5. Kokios lygtys ir nelygybės vadinamos rodiklinėmis? 

6. Kokius žinote rodiklinių lygčių sprendimo būdus? 

7. Kurios iš pateiktų lygčių neturi sprendinių ir kodėl: 


а) 2: = 3; b) 315 = -3; с) (5) (E): 

4 2 2 2 
d)6-1-m е) 2 = 10р,0,2; Т) 2+3=0? 
8. Iš pateiktų nelygybiu atrinkite tas, kurių sprendinių aibė уга R: 
a) 25» 1; b) + 1» 0; c) 2^ > -3; 


d) 0- 2 <-1; e)*»25 f) 2» 0. 


6 RODIKLINĖ FUNKCIJA. RODIKLINĖS LYGTYS IR NEIYGYBĖS 


Orientaciniai uždaviniai 


1. Sudarykite dalinę funkcijos reikšmių lentelę, nubraižykite grafiko eskizą. 
Raskite kiekvienos funkcijos reikšmių sritį, kai: 


a) 109-(3| » 109-(2| : 
с) fe) = 2-3: d)* f(x) = 2 + 0,5 


x 
> 


2. Apskaičiuokite: 
a) f(-1) ir f(2), kai f(x) = 2: + 24; b) f(/3),kai f(x) - (3^ E 
3. Su kokiomis а ir b reikšmėmis funkcijos f(x) = a - 4* + b grafikas eina per 


taškus: 
a) (0; 6) ir (1; 12); b) (1; 11) ir (2; 47)? 


4. Nubraižykite funkcijos grafiko eskizą: 
a) f(x) = 2775 b) f(x) = 025^. 


k+x 
5. Su kokia k reikšme funkcijos /9-(2| grafikas eina per tašką: 
12 
a) A[0; — |; b) B(-3; 2,25)? 
27 
6. Vienoje koordinačių sistemoje nubraižykite funkcijų f(x) = X ir f(x) = 9-x? 
grafikų eskizus. Remdamiesi grafikais pasakykite, kiek sprendinių turi lygtis 3* = 9 – х2. 
Kokie šių sprendinių ženklai? 
7. Išspręskite lygtį: 
a) 4-5 = 8; 
b) 4** = 0,125; 
с) 4. 2-* = gi» - 32x; 
d) (475 у = 22% Я 16257 : 
е)" (eyes = (16 y" 
p (942) 245-2; 
)* 4х+2^7* =(2/x - D) x 1) 17; 
3x-14 


h)9^2 =27 5. 
8. Raskite taškus, kuriuose funkcijos grafikas kerta koordinačių ašis: 
8-4.2 2227 
= É b X)= =j 
a) f(x) 2 > ) f( ) 427 16 
0276577 729 
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9*, Bankas moka 10 % metinių palūkanų. Indėlis po x metų apskaičiuojamas 
pagal sudėtinių procentų formulę: 


х 


$(х) = S, Ë +5) ; ба p — metinė palūkanų norma. 


Pradinis indėlis — 1000 Lt. Po kelerių metų indėlis pasieks 1464,1 Lt? 
10. Išspręskite lygtį: 
а) 6%! + 6* = 42; 
b) 4>-1 + 0,52“ + 16 = 24; 
с) 3+! + 24 . F = 2+ 410.. 
115. Išspręskite lygčių sistema: 
2747 216, 2* .64" = 128, 
р +y =5; | -47 = 256. 
12*. Išspręskite lygtį: 
а) Ё-7-2-8, 
b) 2535-245-5, 
c) 28:2 2-3 д244х-х2 432-0; 
d) 361-5. 6* = 216; 
е) 4: + 80 = 21. X. 
135. Per para iš indo išgaruoja 20 % skysčio. Per kelias paras išgaruos 48,8 % 
skyscio? 
14*. Išspręskite lygtį: 
a) &-5.4 275520; 
b) 36 -25 : 1% = 27 521+; 
c) 9.4 + 4.9: = 13.6; 
d) 5-62 +9.2* 24.3". 
155, Su kokiomis a reikšmėmis lygtis turi tik vieną sprendinį: 
a)a.4 = 2* — 1; 
b) 4-3:2 +a = 0; 
c) a. 9 -a. 3-2? 
16. Išspręskite nelygybę: 
а) 0,23! < 0,043, 
b) 5“ en 
с) 02555229". 


ау (43-2): 2 542; 


X-1Y ^ *41-2k 
* каранын < ——M 
e) | 3 J 9 


2 
ре 79905 
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175. Išspręskite nelygybę: 


a)25'4 5.5 6-55 b) 81: 9-10. 3*5 + 81 > 0; 
c) 4122.4 > 4; d) @ + 2)(@* -9) s 0; 
2 
x 
e) [wer A f) (2-9)(2: - 8) < 0. 
18. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 
V4x-x7 E х46-х 
a)f(x) -2** ; b) f(x)-Q*) 7; 
425 -16 = 
B Im rd d)* f(x) = y(x -0 2-2"); 


ё) f(x) =y x –4)(2* -4). 


1. Funkcijos f(x) = 3952 grafikas eina per tašką a(z >) Raskime koeficienta 
a ir nubraiZykime grafiko eskiza. 
Sprendimas. f(2)= => t. y. 


324-2 = 3-3, 
2a-2=-3, 
1 


a=--. 
2 


Nubraižykime funkcijos f(x) 23? grafiko eskizą. 


Grafikas kerta y ašį taške, kurio ordináté f(0) = 32 => 
1 20 
Kadangi f(1) =3 2 23? "95 < f(0), tai funkcijos reikšmės mažėja. Kad gau- 


1 


tume tikslesnį eskizą, dar galime apskaičiuoti, pavyzdžiui, f(2) = 3? =>' 
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lygtis 22 = 3 - x. 


2 2x-1 27 x 
3. Išspręski lygtį | = 31,5 =| — |. 
preskime lygtį В (5) 


Sprendimas. 


PEY 4: 47-2) 


4*. Išspręskime lygčių sistem 
prę ygciu s 


n н 4 = 20, 


Sprendimas. gy 


417 .5-20 |: 5, 
х+2у= 4 
е 2y = 


x+2y= 4; 


3х-2у-1, 
x*2y-4. 


2. Grafiniu būdu nustatykime, kiek sprendinių turi 


Sprendimas. Vienoje koordinačių sistemoje nu- 
braižę funkcijų f(x) = 2* ir g(x) = 3 – x? grafikų eskizus 
matome, kad jie susikerta dviejuose taškuose. Jų absci- 
sės ir yra lygties sprendiniai. 

Beje, vienas jų teigiamasis (jį lengva atspėti, tai 1), 
o kitas neigiamasis ir yra intervale (-/3; —1). 


Atsakymas: 


= 20, 
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Sistemą toliau sprendžiame sudėties būdu: 


4x=5, 
х+2у=4; 


Atsakymas: (à 1). 


5*. Išspręskime lygtį 3° – 2 - 32-* = 7. 


2 
Sprendimas. 3* – 22 E 


Pakeičiame kintamąjį 3* = t: 


£ s 4, 
t 
?-—'t — 18 = 0, 
t=-2 arba 1-0, 
y = -2; к= 9, 
sprendiniu nëra; ge 32, 
x=2 


Atsakymas: (2). 


6*. Išspręskime lygtį: 121 - 100 + 100 - 121* = 221 - 110. 
Sprendimas. Abi puses padalijame iš vienos čia esančių rodiklinių funkcijų, 
pavyzdžiui, iš 100: 
121+100. 18 =221- ux) э 
100 100 


2х х 
101+10-(10) -2241| : 
10 10 


E : 5 11Y 
Pakeiciame kintamaji: 10 -t»0, 
121 + 100? = 221t, 
1008 — 221t + 121 = 0. 
Išsprendę kvadratinę lygtį gauname: 
121 


1-1 arba t-——. 
100 
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шү ry 5121 
(20) =1 агба E = 100° 

Elito EC: 
10 10)” 

x = 0; x = 2. 
Atsakymas: (0, 2). 
7*. Augalų A skaičius kasdien padidėja 25 %, o augalų B — kasdien sumažėja 
37,5 Yo. Pradinis augalų А skaičius buvo 64 kartus mažesnis negu augalų B. Po kelių 

dienų augalų skaičiai susilygins? 

Sprendimas. Augalų skaičiai 5, ir S, n-tąją dieną apskaičiuojami pagal sudėtinių 
procentų formulę. Pažymėkime pradinį augalų А skaičių S„ tada pradinis augalų В 


skaičius bus 645, 
n-tąją dieną augalų skaičiai 


25 Y Бү 
258 Ик а. 
5, ( +5.) 843) 


37:5" SN 
5,-64511--41-1-6451-1. 
4 ( À Ө 


Sulyginę abudu skaičius gauname rodiklinę lygtį su kintamuoju n: 
31 Бү 
Sj =] = 645: = |. 
(4) š B 


Padaliję abi puses iš S, B gauname 2" = 64, t. y. n = 6. 
Atsakymas: Po 6 dieny. 


6-x 8 х-1 
: 21:4121... 
8. Išspręskime nelygybę B 363 
12-2x 2 3x-3 
Sprendimas. Suvienodiname pagrindus: B >) . 
Pagrindas a « 1, 10461 
12-2х < 3х-3, 
-2x - 3x < -3-12, 
-5x «-15, 
x 2 3. 


Atsakymas: [3; +оо). 
9*, Išspręskime nelygybę 2“ + 22-* < 5. 


Sprendimas. 2“ E g5: 
Pakeičiame kintamajį: 2* = t > 0; 
(e 55|4»0, 


2-46«5, 
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P-5t + 4&0, 
(t — 1)(t - 4) < 0. 


. . x< , 
Pagrindas a > 1, todėl m 


Atsakymas: [0; 2]. 
10*. Išspręskime nelygybę (x + 3)(2* — 8) < 0. 
Sprendimas. Sia nelygybe patogu spresti intervaly metodu. 


Reiškinys f(x) = (x + 3)(2* - 8) lygus nuliui, kai x + 3 = 0 (t. y. x = -3) arba kai 
27-8 = 0 (t. y. x = 3). 


Kiekviename intervale randame f(x) ženklą (pasirenkame taškus -4, 0 ir 4): 
KA) = (á + 3)2* - 8 > 0, 
ҚО) = (0 + 3)(2° – 8) < 0, 
f(-4) = (-4 + 3)(2* - 8) > 0. 
Atsakymas: (-3; 3). 
11. Su kokiomis x reikšmėmis funkcijos f(x) = 3*-! + 9* – 12 grafikas yra virš 
Ox ašies? 


Sprendimas. Pakanka išspręsti nelygybę f(x) > 0, t. y. 
35-1 9 > 12, 
32-1 + 32-19 > 12, 
34-35: 312 
32-11 + 3) 12, 
3*-1..4>12 1:4, 
gai 9. 
Laipsnio pagrindas a > 1, todėl 2x-1 > 1, 
xc] 
Atsakymas: (1; +оо). 
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Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Pateikta funkcija f(x) = 2!-*- 
a) Apskaičiuokite f(0); f(1); f(-1). 
b) Nubraižykite šios funkcijos grafiko eskizą. 


2. Išspręskite lygtį 10 = 41-55, 


xi 


! Pas а 50. S л: - 
3. Raskite nelygybės EN ži teigiamąjį sveikąjį sprendinį. 


4. Išspręskite lygtį 2* + 4? = 8. 


5. Raskite taškus, kuriuose funkcijos f(x) = 8 — 4 grafikas kerta koordinačių ašis. 


Kontrolinio darbo pavyzdys А 


1. Pateikta funkcija f(x) = 4 + 22*?. 
a) Su kokia a reikšme lygybė f(x) = a - 4* yra tapatybė? 
10.5) 
f(6) 
2. Išspręskite lygtį 2: 9-7. 6 + 6.44 = 0. 


b) Apskaičiuokite 


3/12 зү 
3. Išspręskite nelygybę | 3 `5) : 
4. Su kokiomis a reikšmėmis lygtis a · 2* = 3 – a neturi sprendinių? 


5. Raskite 2* + 2“, jeigu 2-2 7-1. 


LOGARITMINÉ FUNKCIJA 
LOGARITMINÉS LYGTIS 
IR NELYGYBĖS 


7.1. LOGARITMINĖS FUNKCIJOS SĄVOKA 


1*. Panagrinėkime rodiklinės funkcijos pavyzdį: 
f(x) = 2. 
Raskime šiai funkcijai atvirkštinę funkciją. Išsprendę x atžvilgiu lygtį 25 = y, gau- 
name x = log, y. 
Formaliai sukeitę raides x ir y, gauname ieškomą funkciją: 
y = log; x, t. y. g(x) = log, x. 
Jos apibrėžimo sritis D(g) = E(f) = (0; +), reikšmių sritis E(g) = D(f) = R. 


2. Sudarome dalinę funkcijos g(x) = log, x reikšmių lentelę: 


ir braižome šios funkcijos grafiko eskizą. Punkty- 
ru šalia nubrėžtas funkcijos f(x) = % grafiko eskizas 
ir tiesė y = x, kurios atžvilgiu šie grafikai yra simet- 
riški. 
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Jos apibrėžimo sritis D(f) = (0; +), reikšmių sritis E(f) = R. 
Logaritminės funkcijos grafiko eskizai: 


y = log, x, kaia > 1 y = log, x, ki 0 <a <1 


Logaritminė funkcija f(x) = log, x yra atvirkštinė rodiklinei funkcijai g(x) = а". 
4. Pagrindinės funkcijos f(x) = log, x savybės. 
1“. Logaritminės funkcijos reikšmės apibrėžimo srityje didėja, kai a > 1, ir mažėja, 
kai 0 <a « 1. | | 
2“. Logaritminés funkcijos grafikas kerta Ox ašį taške (1; 0), nes 102,1 = 0. 
3". Logaritminės funkcijos grafikas neturi bendrų taškų su Oy ašimi. 


55, Panagrinėkime kiek sudėtingesnes funkcijas, su kuriomis kartais tenka susi- 
durti sprendžiant logaritmines lygtis bei nelygybes. 


Pavyzdys. Panagrinėkime funkciją f(x) = log, (x°). Jos apibrėžimo sritis D(f) = 
= (—со; 0)U(0; +оо), o reiškinys 2log, x, kuriuo galima klaidingai pakeisti minėtos 
funkcijos išraišką, yra apibrėžtas tik su teigiamosiomis x reikšmėmis. Todėl funkciją 
f(x) pertvarkykime taip, kad nesusiaurintume apibrėžimo srities: f(x) = 210р, |х|. 


Norint nubraižyti funkcijos /(|х|) grafi- 
ką, reikia visus funkcijos f(x) grafiko taš- 
kus, kurių abscisės neneigiamos, atvaiz- 
duoti simetriškai Oy ašies atžvilgiu į 
kairiąją koordinačių pusplokštumę, palie- 
kant dešinėje pusplokštumėje buvusią 
grafiko dalį. : 


Kad nubraižytume f(x) grafiką, pir- 
miausia braižome funkcijos f,(x) = 2log, x 
grafiką ir jį papildome jo simetrišku at- 
Funkcijos f(x) = log, (х?) grafikas vaizdu Oy ašies atžvilgiu. 
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Pavyzdys. Panagrinėkime funkciją f(x) = log; x. 
Primename, kad kvadratinė šaknis iš reiškinio kvadrato yra šio reiškinio módulis, 
t. y. f(x) = |log, x|. 
Kad nubraižytume funkcijos | fel grafiką, t turime palikti f(x) grafiko dalį, esančią 
„ne žemiau Ох ašies, o žemiau ašies esančią grafiko dalį atvaizduoti į жээ. 
„koordinatinę pusplokštumę (simetriškai Ox ašies atžvilgiu). 


Braižydami funkcijos f(x) grafiką, apatinėje pus- 
plokštumėje esančią log, x grafiko dalį atvaizduojame į 
viršutinę pusplokštumę (žr. brėžinį). 

Iš grafiko matyti, kad funkcijos f(x) = | log, x| reikš- 
més mažėja, kai x e (0; 1], ir didėja, kai x e [1; +). 

Siūlome savarankiškai nubraižyti funkcijos f(x) = 
= |log, |x| | grafiko eskizą, rasti jos apibrėžimo ir reikš- 
mių sritis, taip pat funkcijos reikšmių didėjimo ir ma- 
žėjimo intervalus. 


y 


7.2. LOGARITMINĖS LYGTYS 


Sprendžiant logaritmine lygtį, būtina nustatyti jos apibrėžimo sritį. 


Pavyzdys. Išspręskime lygtį log,(6 -x) = 
Sprendimas. Apibrėžimo sritis 6 —x > 0, t. y. x < 6. 
Pertvarkome lygtį: log,(6—x) = log, (23), 

log, (6-3) = log,8, 

6-x=8, 

x = -2 patenka į apibrėžimo sritį. 


Atsakymas: (-2). 


Išspręstos lygties grafinė interpretacija pa- y 
rodyta brėžinyje. 
Pavyzdys. Išspręskime lygtį log, (3x - 2) = Pa) 
Lygties apibrėžimo sritį nusako nelygybių 
sistema: 
x>0, 
XEL, 


3-2>0. 
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Pertvarkome lygtį: 
log, (3x - 2) = log, 02), 
ay = 2 == y2; 
x-3x + 2 = 0, 
x, = 1 nepatenka j apibrëZimo sriti; 
x, = 2 yra lygties sprendinys. 
Atsakymas: (2). 


IO AY 2 : 10 . |f(x) 800, 
2. Logaritminė lygtis log, f(x) = log, g(x) yra ekvivalenti sistemai f(x)»0 


Pavyzdys. Išspręskime lygtį log, (2x + x? - 3) = log, (5x - 3). 


Lygtis ekvivalenti sistemai > b a a RET 
5x-3»0; 
x0, X3 
с иа E 
2: = 

Atsakymas: (3). 

Jei logaritmo pagrindą sudaro kintamasis, t. y. log, f(x) = log, (x), lygtis 

(х) = g@), 

f(x) » 0, 

u(x) > 0, 

u(x) «1. 


ekvivalenti sistemai 


3*. Išspręskime lygtį log,x + log,(x + 2) = 1. 


Sprendimas. Lygties apibrėžimo sritis x > 0. 
Pertvarkome lygtį, taikydami logaritmų savybes: 
log, (x(x + 2)) = 1, 
log, (x? + 2x) = log, 3, 
ХОЧ 2 = 3; 
x, = —3 nepatenka į apibrėžimo sritį; 
x, = 1 yra lygties sprendinys. 
Atsakymas: (1). 
Sprendžiant logaritminę lygtį svarbu neprarasti sprendinių. Beje, čia nepadės ir 
patikrinimas (juk prarasto sprendinio nepatikrinsi!). Todėl atliekant lygties pertvar- 
kius svarbu nesusiaurinti apibrėžimo srities. 
Šias mintis iliustruokime pavyzdžiu. 


Pavyzdys. Išspręskime lygtį 2log, (2x — 1)? = log, (x*). 
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Klaidingas sprendimas Teisingas sprendimas 
4 log, (2x - 1) = 4log,x, х 0, 
log,(2x - 1) = log, x, Apibrėžimo sritis: ]„„l. 
2x -1 = x, 2 
35d. log, (2x – 1)* = log, (x*), 

Atsakymas: (1). (x-1) zx, 

2х-1 =x arba 2x-1 = ~, 
1 
x= 1: x= 3 


Abu sprendiniai patenka į apibrėžimo sritį. 


1 
Atsakymas: p j 


Kaip matome, klaidingai pertvarkę logaritminę lygtį prarastume sprendinį x = 3 


7.3. LOGARITMINĖS NELYGYBĖS 


Spresdami logaritmines nelygybes, pakeičiame jas ekvivalenčiomis nelygybių 
sistemomis. 
Logaritminė nelygybė log, f(x) > log, g(x) ekvivalenti nelygybių sistemai: 
f(x)» 800) f(x)< в(х) 
gx)»0 | f(x)>0 | 


Pavyzdys. Išspręskime nelygybę log, (x - 2) € 3. 


kai a > 1, kai 0 <a « 1. 


Sprendimas. log, (x - 2) € log, (2°), 

log, (x — 2) < log, 8. 
x-2<8, 
х-2> 0; 


x €10, 
x2. 


Pavyzdys. Išspręskime nelygybę log, x» -1. 
3 


Logaritmo pagrindas a = 2 > 1, | 


Atsakymas: x є (2; 10]. 


Sprendimas. log, x > log, B аг n. 
3 3\2 3 


Atsakymas: (o: 3) 
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2*. Kai logaritmo pagrindą sudaro kintamasis, nelygybė log, f(x) > log, g(x) 
yra ekvivalenti sistemų visumai 


u(x) > 0, 
u(x) « 1, u(x) » 1, 
f(x)«g(x) arba f(x)» #(х), 
f(x)»0 g(x) > 0. 
3*. Sprendžiant sudėtingesnes logaritmines nelygybes, patogu taikyti intervalų 


metodą. 
Pavyzdys. Išspręskime nelygybę xžlog,x > 4log, x. 


Sprendimas. (х? – 4)log,x 2 0, 
(x - 2)(x + 2)log; x > 0. 
Brėžiame nelygybės apibrėžimo sritį (0; +): 


o——ə——ə—ə a nP — 
0 x 
ir paZymime joje lygties f(x) = 0, kai f(x) = (x - 2)(x + 2)log, x, sprendinius x = 1 
ir x = 2: 
+ = + 
0 1 2 x 


Kiekviename intervale nustatome f(x) Zenkla: 


(si 
(82-89 


f(4) = (4- 2)(4 * 2)1og, 4 » 0. 
Atsakymas: x є (0; 1]U[2; +). 


1. Išvardykite logaritminės funkcijos savybes. 
2. Ar skaičius 3 priklauso funkcijos y = log, (2 — x) apibrėžimo sričiai? 
3*. Turime f(x) grafiką. Kaip gauti funkcijos: a) | f(x)|; b) f(|x|) grafiką? 
4*. Kurios iš pateiktų funkcijų yra lyginės: 

а) f(x)=10g; x; b) f(x) = log, 00) 

c) f(x) = |log;x |; d) f(x) = Ig|x|? 
5*. Kuri i$ pateiktų funkcijų yra atvirkštinė funkcijai f(x) = 3*: 

1 


a) g@) = х; b) g(x) -3*; c) g@) = log; x; 


d) 809-(5| ; е) g(x) = log, 3? 
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6. Kokios lygtys (nelygybės) vadinamos logaritminėmis? 


7. Užrašykite sistemą, kuriai ekvivalenti nelygybė: 
a) logos u(x) < log, V(x); b) Ig v(x) < Ig u(x). 


8*. Su kokiomis a reikšmėmis lygtis log, (ax) = a turi sprendinių? 


Orientaciniai uždaviniai 


1. NubraiZykite funkcijos grafiko eskiza: 
a) f(x) = Ig x; b) f(x) = log, (x + 2); 


c) f(x) -log, x; d) f(x) - log, S 
3 3 
2. Su kokia a reikšme funkcijos f(x) = alog, x grafikas eina per tašką А(9: 6)? 


3. Funkcijos f(x) = log, (x - a) grafikas eina per tašką A(7; 2). Ar priklauso funk- 
cijos grafikui taškas B(4; 0)? C(9; 3)? 


4*, Su kokiomis a ir b reikšmėmis funkcijos f(x) = alog, (x + b) grafikui priklau- 
so taškai A(1; 3) ir B(3; 6)? 


5*, Su kokia a reikšme funkcijos f(x) = lg (ax - 2) apibrėžimo sritis yra: 


a) D(f) = (4; +=); b) DU) = (=; -1)? 
6. Apskaičiuokite f(3), jeigu: 
а) f(x) = log, x+95; b) fe) = log, 10+ 1); 


c)* f(x) = log; x + log; (x + 9; d)* f(x) = lg (x + 22) + lg (x + 1); 
е) f(x) = log, (2 + x - 2) + log, 9. 


7. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 


а) f@) = Ig (10 2х); b) f(x) = log, , V3; 

c) f(x) = log, @2); d) f(x) = log, (9 - x°). 
8. Išspręskite lygtį: 

a) Юв,(2х-4) = 3; b) log „(3x—5)=2; 

c) Ig (0,1x) = -1; d)* lg x = 1g2 + Ig3. 
9. Išspręskite lygtį: 

а) log,9 = -2; b) log, (6x - 5) = 2; 

с) log; (4x-3) - 4; d) log, ,(3àx- 5) = 


10*. Išspręskite lygtį: 
a) log, (x — 2) + log, (x-3) = 1; b) log, (2 —x) + 10р,(3 –х) = 1; 
с) log,(1-x) + log, (35 +x) = 5; d) log; x - log; (x - 4) = log, (x - 6). 
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115. Išspręskite lygtį: 
a) log, (x + 1)? + 2log; (x + 4) = 2; 
b) log,(x + 4) = log, (à - 10x + 25) + 3; 


c) log, x +log, B = log, (x? +x-3); 
x 


2 - 
d) 2log, x - log, (252) „108; (2х *x-2) 
Pas log, 4 


12. Raskite lygties sprendinių sumą: 
a) (x2-5x + 4)log, (3 - x) = 0; b) (x? - & + 12)log, (5 -x) = 0; 
с) (x? - 9)lg (13 -x) = 7lg (13 -x). 
13. Išspręskite lygtį: 
a) x!šx-2 = 1000: b) 4(x"**) = 25. 
c) х Өвухэл -9. 
14. Išspręskite lygtį: 
a) lg x = lgx + 2; b) log? x+log, (x°) = 4; 
с) 4log; x+log, x = 5. 


15*. Raskite abscises taškų, kuriuose funkcijos f(x) = log, x + log; (3-x) - 1 
grafikas kerta Ox ašį. 


log, x+10 =1, 
16*. Išspręskite lygčių sistema | is 5 a 
X +y =5. 


17. Išspręskite nelygybę: 


log; 3. 
a) log, (12 - 2x) < log, (x + 3); b)* log, (6+x)< log, 37 
с) log;, (2x - 1) > 0; d) log,, (26 - x) > —2; 
e) log, (5) в, 8; f)* lg x + 162 < 2. 
18*. Raskite nelygybės sveikųjų sprendinių suma: 
a) log; x 2-2, b) (0,5 log,x 2 3log, 0,25; 
c) 21g (x°?) > lg 0,04; d) log, (5599) < -lg 0,09. 


19*. Išspręskite nelygybę: 
a) log, x + 10р,(х + 6) < 4; 
b) log, x + log, (x + 7 € 3; 
c) log, (2x - 5) + 21og,4, (x?) > log, 0,125. 


20*. Išspręskite nelygybiu sistemą: 
log. (2 - x) 5-4, logo, (6 — x) 2 0, 
ЭРЭ 216: 10р,(2х-7) < 2. 
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Pasitikrinkite 
1. Raskime funkcijos f(x) = log , (9 – х?) apibrėžimo sritį. 
Sprendimas. Apibrėžimo sritį nusako nelygybių sistema 
9-х? » 0, 
-x>0, 
208 
Pirmąją nelygybę (3 —x)(3 + x) > 0 sprendZiame intervalų metodu: 


IRE CE хє(-3: 3). 
хє(-3: 3), 
Taigi 4 x < 0, хоо S ур. 3 * 
хж-1. 


Atsakymas: D(f) = (-3; -1)U(-1; 0). 


2*. Nubraižykime funkcijos f(x)-1- log, B grafiko eskiza. 
x 
Sprendimas. ApibréZimo sritis D(f) = (0; +). 
Pertvarkome funkcijos išraišką: 
fœ) = 1 + log, 2- log, x = 1 + 1-log; x = 2- log, x. 


Sudarome dalinę funkcijos reikšmių lentelę: 


Braižome grafiko eskizą. 

35, Su kokiomis а іг b reikšmėmis funk- 
cijos f(x) = alog, (x + b) grafikas eina per taš- 
kus A(4; 0) ir B(7; 14)? 

Sprendimas 

f(4)20, t.y. alog,(4 + b) = 0, 

ДО?) = 14, t. y. alog, (7 + b) = 14. 

Kadangi a = O (kitaip būtų klaidinga ant- 
roji lygybė), tai iš pirmosios lygybės išplaukia, 
kad log,(4 + b) 0, t. у. 4 + b = 1, b = -3. 

Įrašę į antrąją lygybę b = —3, gauname: 

а108,(7-3) = 14, t. y. a -2 = 14, 
a = T. 


Atsakymas: a = 7; b = -3. 
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4. Išspręskime lygtį: 
a) log, (x2- 2x) = log, 2x - 3); b) x? Ig (3 - x) = 2510 (3 -x). 
Sprendimas 


a) Lygtis ekvivalenti sistemai 


х? -2х=2х-3, 
2х-3>0; 
x! -4х+3=0, 
3 
x»-. 
2 


Kvadratinés lygties sprendiniai x, — 1, x, — 3; i$ ju tik x, — 3 tenkina salyga 
хо» 2 
Atsakymas: (3). 
b) (х2 - 25)lg (3 – x) = 0. 
Lygties apibrėžimo sritis: 3 - x > 0, t. y. x < 3. 
Sprendžiame lygčių visumą: 
32-25 = 0 arba Ig(3-x)=0, 
mE» 3-х-1, 
x=2. 
x = 5 nepatenka į lygties apibrėžimo sritį. 
Atsakymas: (-5, 2). 
5*. Išspręskime lygtį log 5 x-*log 5 (x -2) -2. | 


х»0, 
Sprendimas. Lygties apibréZimo sritj nusako nelygybiu sistema 5 »2 (t. y.x > 2). 


Pertvarkome lygtį: log 5 (x(x-2)) log A (м3), 
log 5 (x° -2x) = log 63, 


x!-2x = 3, 
х2-2х-3 = 0; 
x, = -1 — nepatenka į apibrėžimo sritį; 


x, = 3 — patenka į apibrėžimo sritį. 
Atsakymas: (3). 
6. Išspręskime lygtį log? x+3= log, (x*). 
Sprendimas. ApibréZimo sritis x » 0. 
Kadangi log, (x*) = 4log, x (kai x > 0), mūsų lygtis ekvivalenti lygčiai 
log; x -4log, x+3=0. 
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Pakeičiame kintamąjį: t = log, x. 


£ — 4t + 3 = 0, 
t=1 arba ѓ= 3, 
log, x = 1, log, x = 3, 
x = 3; x = 27. 


Atsakymas: (3, 27). 
7*. Išspręskime lygtį log, (à + 4— 4x) + 2106,02 + бх + 9) = 2 + log;9. 
Sprendimas. Logaritmų argumentuose esantys kvadratiniai trinariai yra dvinarių 
(x-2) ir (x + 3) kvadratai. Tad mūsų lygtis ekvivalenti lygčiai 
log, (x - 2)? + 2log,; (x + 3)? = log, 4 + log,9, t. у. 
log, (x - 2)? + log, (x + 3)? = log, 36. 


Xx =, 
АМИН ” 
pibrezimo Sritis s 
log,((x - 2)(x + 3))? = log, 36, 
((х — 2)(х + 3))? = 36, 
(à + x — 6)? = 36. 
Ši lygtis ekvivalenti lygčių visumai: 


x +x-6=6 arba х2-х-6--6, 
x! + x - 12 = 0, x + x = 0, 
x = 4, х, = 3; X, = 0, x, = -1. 


Visos gautos x reikšmės patenka į lygties apibrėžimo sritį. 
Atsakymas: 1-4, 3, 0, –1}. 


85. Išspręskime lygtį (log, x) · log, (2) 6 


Sprendimas. Lygties apibrėžimo sritis x > 0. Pertvarkome lygtį: 
(log, x)(log, x - I0g,2) = 6, 
(log, x)(log, x- 1) = 6. 
Keičiame kintamąjį: t = log, x. 


її - 1) = 6, 
Ë — t — 6 = 0; 
--2 arba £23, 
log, x = -2, log, x = 3, 
pud х= 8 
1 Я 


Gautos х reikšmės patenka į lygties apibrėžimo sritį. 


1 
Atsakymas: l: : s. 
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9. Išspręskime nelygybę log, (X? - 4) > -1. 
Sprendimas. log, (x? – 4) > 106,5. 
: І x*-4<5, 
Logaritmo pagrindas а = 0,2 < 1, 1 , . "s e 
x'—4»0; < nelygybės apibrėžimo sritis. 


Kiekvieną nelygybę sprendžiame intervalų metodu: 
1. x3 -9 «0, 
(x 3)(х + 3) < 0; 


—— xe[-3; 3]; 
2. x)-4» 0, 
(x — 2)(x + 2) > 0; 


+ 
———ө —+ —осо: — Е oo 
5 2 + ХЄ(-ө)-2)0(2, +). 


Randame sprendinių aibių sankirtą: < “S? 


32 2 8 
Atsakymas: x € [-3; -2)U(2; 3]. 
105. Išspręskime nelygybę log, x + log,(3-x) < 1. 
Sprendimas. log, (3x – x?) < log, 2. 
3x-x <2, 
ӨС bak, J nelygybės apibrėžimo sritis. 
3-х»0, 
Pirmajai nelygybei taikome intervalų metodą: 
x?-3x + 2 > 0, 
(x - 1)(x - 2) > 0, 


x € (—=; 1]U[2; +). 
xe (79$ 1]U [2; +), 
Toliau sprendžiame sistema 4 x > 0, AU u, 
x 
ха 0 1 2 3 
Atsakymas: x e (0; 1]U[2; 3). 
11*. Išspręskime nelygybę log, (к) 2 log, 0,25. 
Sprendimas. Kadangi Іор, (х) = (log, 0,5) -log, x ir 1og,0,25 = log, (0,52) = 
= 2108,0,5, tai mūsų nelygybė ekvivalenti nelygybei (10g,0,5) · log, x > 2log,0,5. 
Padaliję abi nelygybės puses iš skaičiaus (neigiamojo!) log, 0,5, gauname: 
log, x < 2, log, x € log,4, 
gig] 45^ 
х> 0; < nelygybės apibrėžimo sritis. 
Atsakymas: хє (0; 4]. 
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12*. Raskime nelygybės log, x (хуз ) < (log, 2): | 1067; 3 sveikųjų sprendinių sumą. 
Sprendimas. Nelygybės apibrėžimo sritis x43 >0, t. у.х > 0. 
Kadangi „logž, З= [одо 3 --1log,,3-1og,3, tai (log, 2), Пор2, = 
= (106,2) · 105,3 = 1. 
Todėl turime: log, з (543) <1, 
log, 5 (x43) <log, 5 (243); 
x43 «243 : 


x> 0; < nelygybės apibrėžimo sritis. 


x< 2, 
x>0. 
Nelygybės sprendinių aibėje (0; 2] yra tik du sveikieji skaičiai 1 ir 2. Jų suma 
lygi 3. 


Pagrindas a= 245 1, | 


Atsakymas: 3. 
13. Funkcija f(x) = log,(2*— 8). Raskime: 
a) funkcijos apibrėžimo sritį; 
b) x reikšmes, su kuriomis funkcijos f(x) reikšmės neviršija 3; 
c)* funkcijai f(x) atvirkštinę funkciją. 
Sprendimas 
a) >-8>0, 
2552! 

Pagrindas a — 2 > 1, taigi x > 3. 

Atsakymas: D(f) = (3; +). 
b) Sprendžiame nelygybę log,(2*- 8) < 3. 


17-88, 25:10, 
эээ 02588! 


Ši nelygybė yra ekvivalenti nelygybių sistemai | 


à x<4, 
Pagrindas a = 2 > 1, 
к=з. 
Atsakymas: xe (3; 4]. 
с)" Sprendžiame lygtį x atžvilgiu: 
log, (2: - 8) = y. 
27-822, 
2 = 2 + 8, todėl 
x = log, (X + 8). 
Formaliai sukeitę raides x ir y, gauname: у = Іор, (2* + 8). 
Atsakymas: g(x) = log, (2* + 8). 
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19827 = 8, 
14*. Išspreskime lygčių sistema y 
log, | | -2 


Sprendimas. Apibrėžimo sritis y > 0; x > O. 

Išlogaritmavę pirmosios lygties abi puses, gauname: log, (xy )= log, 8, t. y. 
(log, y)log;x = 3. 
(log, x)log, y = 3, 


Todėl sistema ekvivalenti sistemai: 
log, y -log, x = 2. 


u=log, x, 


v = log, y; 


uy =3, у-и-2, 
v-u=2; sn u(u+2)=3. 


Kvadratinės lygties и? + 2u — 3 = 0 sprendiniai u, = —3, u, = 1. Todėl 


Pakeičiame kintamuosius: | 


log, x = —3, log, x = 1, 
log, y = -1; log, y 3; 
1 
хэс, 
8 b -2, 
1 
=—; y = 8 
2-2 
Atsakymas: Н a (2; 8) 
° 8 , 2 2 7 S 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Nubraižykite funkcijos f(x) = log, x grafiko eskizą. Ar priklauso funkcijos 
grafikui taškas A(5; -1)? B(10; -2)? 


2. Raskite funkcijos f(x)= Jx+1g(2-x) apibrėžimo sritį. 
3. Išspręskite lygtį lg (x? – 2x) = Ig (6х - 7). 
4. Išspręskite lygtį log? x-2log, x=3. 


5. Raskite nelygybės log, ; BEL sveikųjų sprendinių sumą. 
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Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Funkcijos f(x) = Ig (2* + a) grafikas kerta Ox ašį taške A(3; 0). Raskite: 
a) skaičių a; 
b) sumą visų sveikųjų teigiamųjų skaičių, nepriklausančių funkcijos f(x) api- 
brėžimo sričiai. 
2. Nubraižykite funkcijos f(x)= log, Vx grafiko eskizą. 
3 


3. Išspręskite lygtį log, x + log, (35 + x) = 2. 


log, (х7-3х-3) | 
lgx+x-1 | 


4. Išspręskite lygtį 0. 


5. Raskite funkcijos f(x)= log, og, (2-1 apibrėžimo sritį. 
Х- 


A Tm 
9 TRICONOMETRINĖS FUN 


8.1. STACIOJO TRIKAMPIO TRIGONOMETRINIAI SANTYKIAI 


Teorinės žinios 


Pasikartokime kampo a, kai 0? < œ < 180“, sinuso, 
kosinuso, tangento, kotangento sąvokas, žinomas iš pa- 
grindinės mokyklos kurso. 

Nagrinėjame statųjį trikampį ABC (ZC = 90°), 
kurio įžambinės ilgis AB =c, statinių ilgiai CB = a, 
СА = b, vienas smailusis kampas ZCAB = о, jo prie- 
kampis ZEAB = y (a + y = 180°). 


Iš šių apibrėžimų išplaukia, kad: 


sin? a + cos? a = sin^y + cos? y = 1, nes а? + b? = с?, 
sin y = -sin œ, t. y. sin (180° - ао) = sin a, 

cos y= —osQ, t.y. cos(180?- a) = -cos о, 

tg Y = -tg o, t. у. tg(180?—o) = -tg a, 

ctg y = -ctga, t.y. ctg(180? - 0) = -ctg a. 
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8.2. KAMPO SĄVOKOS IŠPLĖTIMAS 


1. Išplėskime kampo sąvoką. Daugumos geometrinių figūrų (trikampių, kitų 
daugiakampių) kampų didumai yra intervale 0? < o? < 180°. Tačiau iš geometrijos 
žinomo centrinio kampo (jo viršūnė — apskritimo centras, kraštinės — šio apskri- 
timo spinduliai) didumas įgyja reikšmes iš intervalo 0? < o? < 360°. 

2. Kampas 360“ atitinka visą apskritimą. 

Centrinis kampas, atkertantis apskritimo lanką, kurio il- 


gis lygus apskritimo spindulio ilgiui (t. y. / = R), apima 
radianą. 


Žinoma, jei centrinio kampo didumas radianais yra 
lygus 0, tai jo atkertamo lanko ilgis АВ-1-08. 

Apskritimą, kurio R = 1, vadiname vienetiniū apskritimü. Taigi / = о, t. y. 
vienetinio apskritimo lanko ilgis lygus atitinkamo centrinio kampo 
didumui radianais. 


3. Kadangi apskritimo ilgis lygus 2nR, tai vienetinio (R = 1) apskritimo ilgis 
lygus 2л. Todėl 360? centrinio kampo didumas radianais œ = 2л (rad), taigi 


kai a“ = 180°, tai а = л (rad). 


jo 


180 
Atitinkamai 1 (rad) - = 57°, todėl kampo didumas radianais gali būti ap- 


- D. x : : -— 
skaiciuotas pagal formule G= 07 čia à? — to paties kampo didumas laipsniais. 


Pavyzdžiai: 1) kai о° = 60°, tai а= — (rad); 


m 
3 
2) kai а = 90°, tai e= (rad); 
3) kai a = 30°, tai == 


Žinodami kampo didumą radianais о, to paties kampo didumą laipsniais skai- 


T€ „ 18070. 
čiuojame pagal formule o? = : 
T 
x 180° л 
Pavyzdys. Kai a - —, tai 0° = —— ·— = 12°. 
avyzdys. Kai о is ai x 145 


4. Toliau plėsdami kampo sąvoką laikysime, kad o yra posūkio kampas, t. y. 
kampas, kuriuo pasukamas apskritimo spindulys. 
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Nubraižykime vienetinį apskritimą, kurio centras 
O(0; 0). Koordinačių ašis pažymėkime и ir v (žr. 
brėžinį). 

a, > 0, œ < 0, 
РМ, =|e,|, PM, =|о,|. 


Apskritimas kerta ašies u teigiamaja pusaše taške 
P(1; 0), kuri laikome kampo atskaitós pradzià. 
Taigi OP yra spindulio pradinė padėtis. Saky- 
kime, posūkio kampo didumas (radianais) yra о. Tada 
besisukančio spindulio galas brėžia apskritimo lanką 
PM, kurio ilgis lygus |o |. Spindulio galas juda prieš laikrodžio rodyklę, jei œ > 0, ir 
pagal laikrodžio rodyklę, jei œ < 0 (brėžinyje PM, = o, | = o, PM, -10:|--0,). 
Tad kiekvieną posūkio kampą o atitinka vienintelis vienetinio apskritimo taškas 
М(о). 
Pavyzdys 


5. Atvirkštinis teiginys klaidingas. Pasukę spindulį kampu о (iš OP į OM,), vėliau 
dar n (ne Z) kartų apie tašką O (tada kampo didumas tampa о + 2/1), grįžtame į 
apskritimo tašką M,. Taigi vieną apskritimo tašką M, atitinka posūkio kampų aibė 
{a + 27л |пє Z}. 

Posūkio kampo didumas o. (radianais) gali įgyti bet kokią realią reikšmę. 


Pavyzdys 
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8.3. SKAITINIO ARGUMENTO TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


Teorinės žinios 


1. Kad ir koks būtų realusis skaičius x є R, egzis- 
tuoja vienintelis posūkio kampas, kurio didumas 
(radianais) lygus x. Savo ruožtu šį kampą atitinka vie- 
nintelis vienetinio apskritimo taškas M,(u,; v,) (Zr. 
brėžinį). 

Pagrindinių trigonometrinių funkcijų apibrėžimai 
(kai x e R): 


со$х = и, 


a T 
„ kaiu, +0, t. y. xw; tam n e 2; 
x 


OS X : 
— kai v, £0, t. y. xzm,ne Z. 
sin x 


Ašis Ou yra vadinama kósinusu ašimi, ašis Оу — 
sinusų ašimi. 


Pavyzdys. Apskaičiuokime sin x, cos x, tg x, ctg x, 
kai x = 25. 
3 
ET 2n ЭГ ЗЭЭ 
Posükio kampa is (120?) atitinka vienetinio ap- 


253 


skritimo taškas M (2) kurio koordinatės e E 


(žr. brėžinį). 


тайсак 2543, 
272 
; 217 48 
sin — = —, 
2 5 
пе 43 f 1 
Ы 2-5. 
52027) E E 
2n 1 43 1 43 
сі =: = = 


2. Skaitinio argumento x trigonometrinės funkcijos gali būti išreikštos kampo 


(laipsniais) trigonometrinėmis funkcijomis: 


: . (180хү ЕГЕ 
sinx-sin| — |, Sino -5Ш 
T 


TO“ 
180° J 


119 
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. ( n-120? 2n 45 
P dziai: 1 120? = =ч = ас 
avyzdžiai: 1) sin zl 180° | sin 3 27 


cusam ee SO E : 1 
2 Bo ——.- |=sin 30° =—; 
rente zl = z) sin 2 


3) шин 2|-ы(22) = sin 114,6°. 
т т 


3. Pagrindinių trigonometrinių funkcijų reikšmių ženklai I, II, III, IV ketvir- 
čiuose (vienetinio apskritimo ketvirčiai sunumeruoti prieš laikrodžio rodyklę) tokie: 


Sinuso ženklų Kosinuso ženklų Tangento ir kotangento 
schema schema ženklų schema 


Pavyzdys. Nustatykime sin 200729, cos 20079, tg 2007? ženklus. 


Sprendimas. 2007? = 207° + 5 : 360°, 180° < 207° < 270°, taigi 2007? kampas 
yra III ketvirtyje. Todėl sin 2007? «0, cos 2007? < 0, tg 2007? > 0. 


Pavyzdys. Nustatykime sin 9, cos 9, ctg 9 Zenklus. 
Sprendimas. 2r = 6,28, 


ЦЭВЭРЧ ХЭЛТЭЛ 
2 2 
Зл = 9,42. 


Todėl Зө. 37: x = 9 yra II ketvirtyje. Taigi sin 9 > 0, cos 9 «0, ctg 9 < 0. 


Pavyzdys*. Išspręskime lygtį Vx? -4x+3+ cos? x = cos x. 


Sprendimas. Lygtis yra ekvivalenti sistemai 
х? -Ax * 3- cos? x = cos? x, x! -Ax 432 0, 
cos x 20: Бу cosx > 0. 
ЛИГ 2 е л 
Kvadratinės lygties sprendiniai x, = 1, x, = 3, cosx, = cos 1 > 0, nes 0<1 °> 
T 
cosx, = cos 3 < 0, nes pm 


Atsakymas: (1). 
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4. Pagrindinių trigonometrinių funkcijų reikšmių lentelė. 


ala oje 


T 
1 1 
л Уз 
2 3 
= 0 
2 
T — 
3n 
E 0 


8.4. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ SAVYBĖS 


Teorinės žinios 


1. Funkcijos f(x) = sin x apibrėžimo sritis D(f) = R. 
Funkcija nelyginė, nes у, = —v, (žr. brėžinį). 


Sakome, kad funkcija f(x) yra periodinė, jeigu 
egzistuoja toks realusis skaičius T z 0, su kuriuo tei- 
singa lygybė: f(x + T) = f(x). 

Kadangi vienetinio apskritimo tašką M(x) atitin- 
ka realiųjų skaičių aibė {х + 2nn | n e Z}, tai 


sin (x + 2nn) = sin x, ne Z. 


Taigi funkcija f(x) = sin x yra periodinė, jos pe- 
riodas T = 2nn, n e Z, mažiausias teigiamas periodas 
T, = 2n. 

Sinuso argumentą x pakeitus x + л, sinuso reikš- 
mé keičia ženklą, t. y. sin (x + л) = -sin x (žr. brėžinį). 

Funkcijos f(x) = sin x reikšmė lygi 0, kai x = лл, 
ne Z (vienetinio apskritimo taškai (1; 0) ir (-1; 0)). 
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Funkcijos f(x) = sin x grafiko eskizas toks: 


2. Funkcijos f(x) = cos x apibrėžimo sritis D(f) = R. 

Funkcija lyginė, nes u , — u, (žr. brėžinį), taigi 
cos (x) = cos x. 

Funkcijos periodas Т = 2лл, n e Z, mažiausias tei- 
giamas periodas T, = 2m, t. y. cos (x + 2nn) = cosx, 
ne Z. 

Teisinga lygybė: cos (x € л) = -cos x (įsitikinkite 
pagal brėžinį). 

Funkcijos reikšmė lygi nuliui, t. y. cos x = 0, kai 


хаан, n € 7 (vienetinio apskritimo taškai (0; 1) ir (0; -1)). 


Funkcijos f(x) = cos x grafiko eskizas atrodo taip: 


E(f) = [-1; 1], t. y. -1 < cos x € 1 su visais x e R. 


3. Funkcija f(x) = tg x. D(f): хазли, ne Z. 


Funkcija nelyginė, nes tg(—x) oM ccm T -tg x, t. y.| tg (x) = -tgx. 
cos(-x) соѕх 


Funkcija periodinė, T = лл, n e Z (T, = n). 
ѕіп (х+л) -sinx _ sinx 


=—=—=tgx. 
соѕ (х+л) -cosx cosx 


tg (x + nn) = tg x, ne Z. 


Iš tikrųjų tg (х+л) = 
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Funkcijos f(x) = tg x grafiko eskizas toks: 


Е(/) = R, t. y. tg x gali įgyti bet kokią realią reikšmę. 


4*. Funkcija f(x) = ctg x. D(f): x + nn, ne Z. 
Nelyginė funkcija: ctg(-x) = -ctg x. Periodinė funkcija: сїр (x + лл) = ctgx, ne Z. 
Funkcijos f(x) = ctg x grafiko eskizas: 


E(f) = R, t. y. ctg x gali įgyti bet kokią realią reikšmę. 
Pavyzdys*. Išnagrinėkime funkciją f(x) = (tg х)сї x. Jos apibrėžimo sritis 
Т 
х# = +лт, 
2 nn 
хЖТК, m, ke Z, t. y. D(f): xw ned. 


z Sinx cosx | T : "PT 
Kai x e D(f), (tgx)ctgx - ——-———-1, todėl funkcijos grafikas yra tiesė, iš 
cosx sinx 


kurios pašalinti taškai Е 1) ne Z. 


Reikšmiu sritis E(f) = {1}. 
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8.5. PAGRINDINIŲ TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ 
TARPUSAVIO SĄRYSIAI 


Teorinės žinios 


1. Kadangi OM? = OA? + ОВ? (žr. brėžinį), 
ОА = |u,| = |cosa|, ОВ = |v,| = |sina|, ОМ = 
= R = 1, tai 


sin? 4 + cos2 o = 1, ae R. 


: sino COS O : 
2. Kadangi tg a 2 ———, СО 0----, tai 
с $ 


ро: сіра = 1, kai шал! ne Z. 


3. Lygybés ѕіп20 + cos?a = 1 abi puses dalijame iš cos? «> 0 
(ae em, ne z) 


а= 2. 
Sin Q 
2521 


1 2 1 
5 6 b Y. ве; 
COS“ O cos o, COS“ а 


4. Analogiškai jrodomas sąryšis |ctg'0+1= = kai G z лп, ne Z. 
i 


Pavyzdys. Apskaičiuokime cos a, tg o, ctg о, kai sin œ = 0,6, 25 Q « T. 


3 T 
kai kais ne Z. 


Sprendimas. Kadangi sin? о + cos? o, = 1, tai 0,6? + cos? o = 1, t. y. cos? 4 = 0,64. 
Iš čia gauname cos a = +0,8. 
Kadangi G yra II ketvirtyje, tai cos œ «0, todėl cos œ = -0,8. 
sina 0,6 _ 
cosa -0,8 4” tg o 


-3 ct D PENNE: 
g 3 


Atsakymas: cos 4 = -0,8, іб а = 2: ctga= E 


Pavyzdys. Suprastinkime reiškinį (1 + tg?(3x))cos*(3x) + sin?(3x) + ctg?x. 


Sprendimas. Kadangi 1+tg'(3x)= -cos*(3x) + sin? (3x) + 


— t oc 
соѕ (3x) P cos? (3x) 


+ сїр?х = cos? (3x) - sin? (3x)  ctg?x = 1-4 ctg?x = 


sin? x 


А n . 
tsakymas ux 
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8.6". REDUKCIJOS FORMULES 

Dabar nagrinésime reiškinius f (Za), čia f — tam tikra trigonometrinė 
funkcija, n e Z, ає R. 

1. Iš pradžių panagrinėkime atvejį, kai œ yra I ketvirtyje, n = 1; 2; 3. Vėliau šį 
atvejį apibendrinsime, naudodamiesi trigonometrinių funkcijų periodiškumu. 

AOAM = AOBN = AOCK = AODL (pagal įžam- 
bine іг smailųjį kampą В). 

Todėl OA = OB = OC = OD, 


AM = BN = CK = DL. 
Ieškome saryšiu tarp taškų M(u,; v,), 


N (ыл, 28! Ku. Pais 


{ы =) koordinačių. Gauname: 
2 2 


Ик = Uy t.y. cos(a + x) = -cos a, 
ртэл Су. sin(a + x) = -sin o, 
: T 
y = Uy» t. y. яд| 4-2 cosa, 
@+= 2 


lxiv ӨӨР ХА со 4-2 sino, 
: | >J 

V „774, ty. sin 04+— |= –с050, 

2 2 

| =) А 

И з = Vg; t. у. cos Фо: = sin о. 

Lygindami funkcijų y = sin x ir y = cos x grafikus (8.4 skyrelis) matome, kad 
kosinuso grafikas gaunamas pastūmus sinuso grafiką į kairę per 2 Та! dar karta 


iliustruoja sąryšį sin (o t z = COS O. 


sinx 1 
Kadangi tg x = , cg x - ——, tai 
Bow co tg x 


ѕіп (а+ л) sina | 
соѕ (о + л) cosa 


5Ш (9+1) 
* («+ z E COS O 


tg (0:4-7:)- tg 0, 


————— = —ctg 0, 
T — 
COS («+ z) smo 
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Зл T T 
tg| a+ — |-tg| a +a |- tg| o — |=-ctga, 
1 | e( 2 "| so 4 К 


ctg (a + x) = сіро, 


T 
ctg | z+ — |= -tg a, 
ef 3 8 


ав[а+ m) tg 


2. Kadangi trigonometrinės funkcijos yra periodinės, lyginės arba nelyginės, 
surastus sąryšius nesunku apibendrinti: 


COS О 
sin (=: | E | 


sino], kai n lyginis; 
(= ) sino], Каі n nelyginis, 
cos| — ta || = 
2 cos o: 


, kain nelyginis, 


, kain lyginis; 


ctg ој, Каі  nelyginis, 
(а) g oj ув 


2 Ñ lgo|, ^ kai n lyginis; 


(= ) [їр], Каі n nelyginis, 
ctg| -5-50|- : 238 
2 tg o], kai n lyginis. 
3. Redukcijos formuliu gavimo principai. 
Pertvarkydami reiškinį f (Za), paliekame funkcijos pavadinimą, jei n lyginis, bet 
keičiame pavadinimą (sinusa į kosinusa, tangentą į kotangenta...), jei n nelyginis. 
Ženklas, rašomas prieš gautą argumento a funkciją, sutampa su reiškinio f (z t а) 
ženklu, kai œ yra I ketvirtyje (pavyzdžiui, o. = 5 J 
: Зл 
Pavyzdys. sin| œ + a = + COS 0. 
Imdami, tarkim, «= А gauname: 
IT Әй Я 5 5 Р т Эл 
sin E + =) = sin (30° +270°)=sin 300? <0 (III ketvirtis). 
Todėl rašome minuso ženklą: sin C + =) =—cos o. 
Pavyzdys. tg (2- a) = tctg 0. 
tg (2-2 = tg (630? — 30°) = tg 600° = tg (600? – 180° - 3) = tg 60° > 0, todėl rašo- 
2 S 7т, 
me pliuso Zenkla: tg 37 = сір a. 
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Pavyzdys. Suprastinkime reiškinį sin? = - Э + іп (1 — о) sin (71 — о). 


Sprendimas. sin? (22 - a) = cos! a (ženklo nenustatome, nes sin? x 20, cos? y > 
2 0); 
sin (7-0) = sin a (atvejis n = 2), sin (71 — a) = sin a (atvejis n = 14). 


Taigi sin“ (7o sin (x-6)sin (72-0)= cos о +5іп о -sina = 


= cos? a. sin? 0 = 1. 
Kai kurių redukcijos formulių lentelė: 


Reiškinys 


cos Q 
COS X t sin 0 
tg x + ctg a 
ctg x Ftga 


Siūlome savarankiškai išvesti šias formules remiantis 3 punkte pateiktais reduk- 
cijos formulių gavimo principais. 


8.7*. DVIEJU ARGUMENTU SUMOS IR SKIRTUMO | 
TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ FORMULES IR JŲ ISVADOS 


1. Dviejų argumentų a € R, B є R sumos sinuso formulė tokia: 


sin (о + B) = sina cos В + cos о sin B. 


Pavyzdys. sin 75° = sin (45° + 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30° = 
-X2 53,2 1 6442 
EA Lu E 

2. I$veskime dviejų argumentų skirtumo sinuso formulę: 

sin (о – B) = sin (о + (-B)) = sin a cos (В) + cos æ sin (-B) = 

= sin & cos B — cos о sin B, nes cos (-B) = cos B, sin (-B) = -sin В. 


sin (о — B) = sina cos B — cos a sin В. 


3. Dviejų argumentų sumos ir skirtumo kosinuso formulės. 


cos (4+ B) -sin[o-« 8&2) -sino. COS Ци (882) 
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Pritaikę redukcijos formules cos (в + z =-sin B, sin (B + z) =cos B, gauname: 


cos(a + B) = cosa cos B — sin о sin B, 


cos (a — B) = cos (a + (-B)) = cosa cos (—B) — sin a sin (—P). 
Kadangi cos (-B) = cos B, sin (-B) = -sin B, tai 


cos (о — B) = cosa cos В + sin a sin В. 


— S uk T sin x cos (3x) + cos x sin (3x) 
avyzdys. эпргазипкше тещ cos (7x) cos (3х) + sin (7x) sin (3x) ` 
Sprendimas. Kadangi sin x cos (3x) + cos x sin (3x) = sin (x + 3x) = sin (4x), 


cos (7x) cos (3x) + sin (7x) sin (3x) = cos (7x — 3x) = cos (4x), tai trupmenos reikšmė 


sin (4 
(su leistinosiomis x reikšmėmis) yra lygi © ыш = tg (4x). 


os (4x) 
Pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio 4%%10%n40 . 0 255n10 5250 reikšmę. 


Sprendimas. Pasinaudojame veiksmu su laipsniais taisyklémis ir tuo, kad 
sin 40? = sin (90? — 50°) = cos 50°. 


cos 10? cos 50? —1үзїп 10° sin 50° ^ 4 cos 10° cos 50° -sin10?sin509 ^ 4соѕ 10° соѕ 50° – ѕіп 10° ѕіп 50° __ 
4 (47) -4 4 =4 = 


1 
3 4°%%10°+ 50°) = 400560" = 42 2. 
Atsakymas: 2. 


4. Dviejų argumentų sumos ir skirtumo tangento formulės. 
ѕіп о cos | cosa sinp 
 Ssin(a«p) | sina соѕВ +соѕоѕіпВ _ cosacosB cosacosp | 
cos(o--D) cosacosp-sinasinB соѕосоѕВ sinasinp 
cosa cosB cosa cosp 


= EU ee ад 
1- tga tg p 7 
tg o. tg 

1-18 016 В” 


Ка! он, Bem, арлын m, n, ke Z. 


tg (0-0) = 


Kadangi tg (-B) = -tg В, tai dviejų argumentų skirtumo tangento formulė tokia: 


-185-1ЕВ kai а Sen, += > tun, e—B Z +m, m, n, ke Z. 
tg (6-8) l+tg tg B' : фе 


5. Remiantis dviejų argumentų sumos formulėmis gaunamos dvigubo argumen- 
to trigonometrinių funkcijų formulės. 


sin (20) = sin (a + à) = sina cosa + cosa sin O, t. y. 


sin (20) = 2 sin a cos a. 
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Analogiškai išvedamos ir šios formulės:|cos(20) = cos? a – sinža, tg (20) = 2 "S ; 


Ка! Марч. 79.9 a+ m, k, n e Z. 
4 2 2 


6. Išveskime laipsnio mažinimo formules. 

Kadangi cos (20) = cosa - sina = 1-sin?a-sin?a = 1 – 2 5іп2 0, tai 
1-cos (20) 

хан нэл, 


Savarankiškai įrodykite kitą laipsnio mažinimo formulę |cos“ — 0, 


P. Phot, ^ aste tg 15? cos 150? tg 75? cos 180° 
avyzdys. Apskaičiuokime reiškinio (3 418-9 ) 
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sin? a = 


reikšmę. 


' ac tg60°-tg45° 43-1 
Sprendimas. tg15? = tg (60° – 45°) = ——————— = -2- 
Р gl5-te( “13:49:45 60 1343 я, 
cos 150° = cos (180° – 30°) = —со 30° = а: 


? 


1 
tg 75° = tg (90° —15°) = ct 15 = 12443, todél 
g g( )=ctg 515 2-45 


Е 2+43-(-1) 348 3448 
EL 1 -(37-5-18-3-7 E) = (9: 3 183 m = 


= (27-35 “= (9.37 зүс. = [e j^^ 30-0080) s „7ш, 


Atsakymas: 729. 


8.9". SANDAUGOS KEITIMO SUMA IR SUMOS KEITIMO 
SANDAUGA (SKAIDYMO DAUGIKLIAIS) FORMULES 


1. Sudedame sin (о + В) ir sin (о – B) formules: sin (x + B) + sin (x - B) = 
= sin 4 cos B + cos a sin B + sin o cos B – cos a sin B = 2 sin a cos В. 


Iš čia gauname: | sin o cos B = 2 Gin (x + В) + sin (о - В)). 


Pavyzdys. Apskaiciuokime sin = cos 15“. 


Sprendimas. sin 75° cos 15? = (ein (75° +15*) +sin (75° —15°))= 


= (sin90° +sin60°)= H: 53 = IL 


2 


24/5 
"ES 


Atsakymas: 
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2. Analogiškai, remiantis cos (о — В) ir cos (о + B) formulėmis, yra įrodoma, 


kad: cos & cos В = i (cos (о + B) + cos (a – В)), 


sin & sin B = ñ (cos (о – B) — cos (o + В). 


3. Išnagrinėjome sandaugos keitimo suma (skirtumu) formules. 
Dabar išveskime sumos (skirtumo) keitimo sandauga formules. 


1 = 
Į formulę sin x cos y = 2 (sin (x + y) + sin (x —y)) įrašome x = <Ë, y- SË. 
Kadangi x + y = а, x -y = B, gauname: 
sina+sin = 2 sin Е cos (52) 
2 2 
Kadangi sin (-B) = -sin B, tai sinusų skirtumas 


sina:—sinp = 2 sin c3 cos ES 
2 2 
ЛЭЭ A 21220235 x «+В a-p 
Užrašę formules cos x cos y bei sin x sin y ir jose pakeitę шивэр = 
analogiškai gauname: 


cos a.4- cos = 2 cos (=) 2 


cos o. — cosB = 2 sin (2?) ац 238) 


sin x +sin (7x) 
Pavyzdys. Suprastinkime trupmeną cos (9x)--cos (3x) 


Sprendimas. Kadangi sin x + sin (7x) = 2sin Е 2 COS Е zr - 
=2 sin (4x) cos (-3x) = 2sin (4х) cos (3x) ir cos (9х) + cos (3x) = 
=2cos EI cos (2 5 =) — 2cos (6x) cos (3x), tai prastindami trupmena 


2sin(4x)cos(3x) _ sin (4x) 
gauname: 2cos(6x)cos(3x) cos(6x) 


Pateikiame visą pagrindinių trigonometrinių formulių sąrašą (išskyrus 8.5 skyre- 
lio formules). 


I. Dviejų argumentų sumos (skirtumo) trigonometrinės funkcijos: 
1) sin (о + B) = sina cos + cosa sinB; 


2) sin (o - B) = sino cosp - cosa sinB; 
3) cos (a + B) = cosa cos - sino, sin; 
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4) cos (o – B) = cosa cos В + sin a sin B; 


tg 0+ tg В 
t Q+ =—— 
5) tg (a+ß) 1-tgatgp 


б) t&(a-- 20—80. 

II. Dvigubo argumento trigonometrines funkcijos: 
7) sin (20) = 2 sin а cos a; 
8) cos (20) = cos?a — sin?’ q; 

2180. 


9) tg (20) = par 


III. Laipsnio maZinimo formules: 


10) cos? а = ион, 
11) sin? a= — 


IV. Sandaugos keitimo suma formulės: 

12) sina cosp = zin (o. B) +ѕіп (o — B)); 

13) cos acosß = 2 (cos (o4 B) + cos (o — B)); 

14) sinasinf = 3 (сов (x—B)-cos (o. + B)). 

V. Sumos (skirtumo) keitimo sandauga (skaidymo daugikliais) formulės: 
«+В 


15) ѕіпо+ѕіпВ = asin “28 eo ( 558) 


16) sina-sinß = 2sin( 258 cas ( STB), 


17) cosa. cosB = — 238 Jas (8B); 


18) cosa- cos p = 2s (B9 [ 228), 
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8.9. TRIGONOMETRINĖ LYGTIS sin t a 


Pavyzdys. Trikampio АВС kraštinių ilgiai CA = CB = 2, trikampio plotas 5 = 1. 
Raskime ZACB. 


Sprendimas. Ieškomas kampas ACB = x. Taikome trikampio ABC ploto for- 
1 


mule: 5,605 2 


CA: CB -sin ZACB. Įrašę pateiktas reikšmes, gauname: 


1 à - 1 
2 `2`25шх= 1, t. y. sinx = 2 


Remdamiesi trigonometrinių funkcijų reikšmių lentele, gauname: 


x = 30° С y. х=®) arba x = 150° (: у. 223! 


Pavyzdžiai: sin (24-5) - 3 cos (7x) = sin (3x). 
Nagrinėjame lygtį sinx = a. Kai a > 1 arba a < -1, lygtis sprendinių neturi. 


: "reb ЭКС 33 х x : 
Tarkime, -1 <a < 1. Lygties sin x = a sprendinį, esantį intervale хє E z] , vadiname 


: ЭЭ : : 2.8 nn 
skaičiaus a arksinusu. Jis žymimas taip: | x, = arcsin a, jei sinx, = a, x, € |- ; | 


PE 
y 
Pavyzdžiai: 
хий! нийг |: : T a 3 T 
arcsin — = — - arcsin 1 =—; arcsin| -—— |= ——. 
2n6 2 2 3 


x, = arcsin a, arcsin (-a) = -arcsin a. 


Kadangi x, yra lygties sprendinys, tai ir visi skaiciai 
x = xo + 2mn, ne Z yra lygties sprendiniai. 
Kadangi sin x, = ѕіп(л — x), tai л — x, taip pat yra nagrinėjamos lygties spren- 
dinys. Todėl turime dar tokią sprendinių seriją: x = T — x, + 2nn, t. y. 
x = -Xx + n(2n + 1). 


Xy*nk, kai k-2n, 
—Xx*mk, Каі k=2n+1, 
= (-1)* + nk, | x = (-1)*arcsin a + nk, ke Z. 


2. Trigonometrinės lygties sin t = a, -1 < a € 1 sprendinių formulė 


t = (-1)*arcsin a + nk, ke Z. 


Dydžiui arcsin a surasti pakanka I ketvirčio sinuso reikšmių lentelės ir taisyklės 
arcsin (-а) = -arcsin a. 


Nagrinėjamos lygties sprendiniai =] 
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Pavyzdys. Išspręskime lygtį sin(x -£ - E 


Sprendimas. x z = (-1)* arcsin й $) + nk. 
43 43 m п ыг T 
Kadangi arcsin| -22 |=-arcsin 2 =-2, tai x-2 =(-1)}"! Ž+nk, t. y. 
adangi | 2 arcsin 2 3 ai х 3 (-1) 3 у 
T T 
==+(-1)“"'—+1k, ke Z. 
x 3 (-1) 3 € 


Kai k lyginis, t. y. kai k = 2n, x = žy" зэл -l-ltm -2mn. 


Kai k nelyginis, t. y. kai k = 2n + 1, х- 2 CM En п(2п+1)= = +2лл. 


Atsakymas: Pm. 25 зея Ine z}. 


3 
3. Atskiri atvejai: 


sin t= 1 


t=nņnn, пє 7 


8.10. LYGTIS cos t= a 


Teorinės žinios 


1. Nagrinėjame lygtį cos x = a. 
Kai a < -1 arba a > 1, lygtis sprendinių neturi. Tarkime, -1 < a < 1. Lygties 
COS x = a sprendinį, esantį intervale [0; л], vadiname skaičiaus a arkkėosinusu, t. y. 
Xy = arccos a, jeigu cos x, = a, x, € (0: п]. 
T 


MED 1 T 1) 2x 
Pavyzdžiai: агссоѕ —— —; arccos0=—; arccos| -— |= —. 
2.3 2 2 2 


X, = arccos a, arccos (-a) = T — arccos a. 
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Kadangi х, yra nagrinėjamos lygties sprendi- 
nys, tai ir =x, yra lygties sprendinys, nes cos (x) = 
= COS X, = a. 

Todėl sprendinių aibė užrašoma šitaip: 

+= лу + 285, t. y. 


х = + arccos a + 27k, ke Z. 


Dydžiui arccos a surasti pakanka I ketvirčio kampų kosinuso lentelės ir taisyklės 
arccos (-a) = п – arccos a. 


2. Trigonometrinės lygties cos t = а, -1 <a < 1 sprendinių formulė 


t = tarccos а + 2nk, ke Z. 


Pateikiame atskirus atvejus ir jų geometrinę interpretaciją: 


cos t = 1 


t=2mn,ne Z r= tm, ne Z t= п + 2m,ne 7, 
Pavyzdys. Išspręskime lygtį 2с0 (3x) + 1 = 0. 


1 
Sprendimas. cos (3x) = -, 3x = +агссоѕ (3) *2nk. 


Kadangi arccos (3) = п – агссоѕ H ER LAE 28 tai 
2 2 З 
зх = +22 + 2nk ЁЗ, 
9 3 


Atsakymas: p 8.28 |ke z}. 
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Pavyzdys*. Išspręskime lygtį cos? x = 3 


: : 1-с08(2х) ,. TAL vut 
Sprendimas. Kadangi cos? х 90820) (viena iš laipsnio mažinimo formu- 


lių), tai 
1+cos(2x) 1 
ES wet. 
cos (2x) = 0, 
2x - T пр А 
2 


x лл 
x=—+—. 
4 2 


л лл 
Atsak; 124-0Б--|1Є Р. 
tsakymas E A | 


Pavyzdys*. Raskime lygties sin (3x) + sin x = 0 sprendinius, esančius intervale 
[0; л]. 


Sprendimas. Lygties kairiąją pusę skaidome daugikliais: 
2sin (25 3 cos ES =0, t. y. 2 sin (2x)cos х = 0. 


Ši lygtis yra ekvivalenti lygčių visumai sin(2x)=0 arba совх-0, 


2x=1k, 

x=; хэлэн. 
Kai k=0, x-0e[0; n]. Kai k = -1, ха-26(0, r]. 
Kai k = -1, x--Že [0; л]. | Kaik-0, x=Že [0; r]. 
Каі k = 1, x=5e [0; x]. Kai k= 1, х= 35е [0; т]. 


Kai k = 2, x —me [0; л]. 
Зл 
Kai k = 3, x= [0; т]. 
Atrenkame tik tuos lygties sprendinius, kurie priklauso intervalui [0; л]. 
T 
Atsakymas: 10 PE r). 
Pavyzdys*. Išspręskime lygtį ү4— х2 cos? x = 44— x? - sin? x. 


Sprendimas. Lygtis ү4 – х? (cos? x sin? x) = 0, t. y. /4—х° -cos (2x) - 0 yra ekvi- 


cos (2x) = 0, 
- TU RE 
valenti visumai 4-х? = 0 arba 4—-x! 20. 


1) Lygties 4 —x2 = 0 sprendinių aibė yra {+2}. 
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2) Išsprendę lygtį cos (2x) = 0, 2x= jtm. g= = n є Z, atrenkame spren- 


dinius, patenkančius į lygties apibrėžimo sritį, t. y. į nelygybės 4—x? > 0 sprendinių 
aibę intervale [-2; 2]. 


Kai n = 0, х=тє [—2; 2]. 
Kai ñ = 1, харан, 2| 
: T 
Kai n = -1, == ге [—2; 2]. 
Kai n = -2, x=- Te [-2; 2]. 
n 
Atsakymas: |= 337 
1. Lygtis tg x = a turi sprendinių su visais а є R. Šios lygties sprendinį, esantį 


л. Т 
intervale (-5 z), vadiname skaičiaus a arktángentu. Rašoma 


Xy = arctg a, 

arctg (-a) = -arctg a. 

Kadangi tangento periodas mk, ke Z, tai na- 
grinéjamos lygties sprendinių aibė x = x, + nk, t. y. 
x=arctga + nk, ke Z. 


2. Su visais a e R lygties tg t = a sprendiniai 


t = arctga + nk, ke Z. 
Pavyzdys. Išspręskime lygtį tg (2x)+4/3 = 0. 


Sprendimas. tg (2x) = —/3, 2х = arctg (-/3) + nk. 


Kadangi arctg (43) --arctg 3 = 7. tai 2x=- Tk y^ =E + EE. 


Atsakymas: CRAS ke z). 
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Pavyzdys*. Raskime funkcijų f(x) = sin x ir g(x) = cos x grafikų sankirtos taškus. 


Sprendimas. Sudarome ir sprendžiame lygtį f(x) = g(x), t. y. sin x = cos x. 


Padalije abi puses iš cos x € 0, gauname lygtį tg x = 1, t. y. x, = tk, ke Z. 


= fees [Z+ ak]=Cay >. 


Atsakymas: Е (-1)* 3) ke z). 


Pavyzdys*. Išspręskime lygtį sin?x + sin x cosx = 2 cos? x. 

Ši lygtis, kaip, beje, ir ankstesniojo pavyzdžio lygtis, yra homogeninė (visų jos 
narių laipsniai vienodi, šiuo atveju — antrieji). 

Jei cos x yra ne visuose nariuose (t. y. lygties cos x = 0 sprendiniai nėra homo- 
geninės lygties sprendiniai), galime lygties abi puses dalyti iš cos x laipsnio. Tačiau 
tuo atveju, kai cos x yra visuose lygties nariuose, dalyti iš jo laipsnio negalima, nes 


: um 
dalydami prarastume sprendinius > t Nn, ne Z. 


Turimos lygties abi puses padalije iš cos?x + 0, gauname tg2x + tgx — 2 = 0. 
Pažymime tg x = t. 
2-1-2-0, 
1-2, t, = 1, 
tgx 2-2 arba 1 х-1, 


x — -arctg 2 + nk, x= tk; ke 1. 
Atsakymas: | гаг 2--78, itm |ke 2) 


Pavyzdys*. Išspręskime lygtį 0,5sin (2x) = cos? x. 


Sprendimas. Lygties sin x cosx = cos? х abiejuose nariuose yra bendrasis daugik- 
lis cos x, taigi dalyti iš cos?x negalima. Todėl sprendžiame skaidydami daugikliais: 
cos x (sin x — cos x) = 0 

cosx=0 arba ѕіпх – cosx = 0 |: cos x z 0, 


T 
PM tgx-1 = 0, 


т 
x==+ m. 
4 


Atsakymas: Ë + TN, m+ mneZ). 
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8.12". LYGTIS ctg t= a 


Teorinės žinios 


1. Lygtis ctg x = a turi sprendinių su visais a € R. 

Lygties ctg x = a sprendinį, esantį intervale (0: л), 
vadiname skaičiaus a arkkotángentu. Jis užrašomas 
taip: 


Xy = arcctg a, jeigu ctg x, = a, x, € (0; л). 


Xy = arcctg a, 
arcctg (-a) = л – arcctg a. 


2. Lygties ctg t = a, a e R sprendiniai: 
t = arcctg а + nk, ke Z. 


3. Sprendžiant lygtį ctg / = a, galima vadovautis faktais: 


jei a + 0, lygtis ekvivalenti lygčiai 27 
а 
jei a = O, lygtis ekvivalenti lygčiai cos z = 0. 


8.13", PAPRASČIAUSIOS TRIGONOMETRINĖS NELYGYBĖS 


Teorinės žinios 
Paprasčiausias trigonometrines nelygybes spren- 
džiame panaudodami vienetinį apskritimą. 


Pavyzdys. Išspręskime nelygybę cos x > 3 
Pažymime apskritimo taškus, kurių abscisés и> 2. 


Apeiname gautą lanką prieš laikrodžio rodyklę. 


Atsakymas: хє [-{+2% дээж Кє Z. 


: 1 
Pavyzdys. Išspręskime nelygybę sin? x > 2: 


Sprendimas. Pritaikę laipsnio mažinimo formulę, 
nelygybę užrašome taip: 
шин (2х) » 1 


t. y. соѕ (2х) x0, [и < 0]. 
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Iš brėžinio matyti, kad apeidami pažymėtąjį lanką teigiamąja kryptimi (prieš 
laikrodžio rodyklę), eitume nuo tim iki 21 2nk, t. y. kintamasis t = 2x mažėtų! 
Kad išvengtume šios klaidos, prie + 2nk pridedame 2m ir tada rašome: 
T t2nk «2x5 e 2n 2nk, 
T + 2л& «2x «2T +2лк |2, 
2 2 
Zuank< x< E: + nk. 
4 4 


Atsakymas: хє EL ган ke Z. 


Pavyzdys. Išspręskime nelygybę 2 sin (х E) «1, 


Sprendimas. sin (х -1| « i Ї € 3| 
3072 2 
5n 


25 n+2nk<x- <. 2л, 
6 3 6 


LIE Dxbexche Dank 
6 3146 

COR СЭ PLA duh. 
6 2 


Atsakymas: хє (enis Team). ke Z. 


1. Paaiškinkite smailiojo kampo trigonometriniu 
funkcijų apibrėžimus, pagrįstus stačiojo trikampio 
kraštinių ilgių santykiais. 

2. Vietoj daugtaškio įrašykite vieną iš funkcijų 
sin о, cos а, tg o, kad būtų teisinga lygybė: 


a 
auc нти Д 
hi Ë Х. 
4) E , e n. , f) h 


3. Koks kampas lygus 1 radianui? Koks yra 180? kampo didumas radianais? Kodėl? 
4. Paaiškinkite sinuso ir kosinuso apibrėžimus, pagrįstus vienetiniu apskritimu. 


5. Nubrėžę vienetinį apskritimą, pažymėkite (apytiksliai) jo taškus, kurie atitinka 
posūkio kampus: 
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2n 
a) -40*; b) 3 c) 30° + 360° -n, ne Z; 
d) -*m, neZ; e)* tm, n e Z; 


Ї)” nez g)* 2 + mn, пє Z. 


6. Išvardykite jums Zinomas funkcijos f(x) = sin x savybes. Per kurj iš pateiktu 
tašku eina šios funkcijos grafikas: 


А(0: 1), ZU 2) CQn; 0), р(х; 31 


7. Kurios iš pateiktų lygybiu yra teisingos: 


a) sin? (20) + cos? (20) = 2; b) sin? y = 1 – cos?y; 
sin (2x) 1 
———— -tg2; d) ctg 90? = ; 

9 cos (2x) á ы. tg 90° 


е) sin?a + tg?a + cosa = ; f) sin? (x + 20071) = sin? (x + 3л)? 


cos! o, 
8*. Paaiškinkite redukcijos formulių gavimo principus. 


95, Užpildykite daugtaškius: 
a) 2 sin 20? cos 20? = sin...; b) cos 40? = cos?... — sin?...; 
c) sin (40) =... sin (20)соѕ (20); d) sin 30? = sin 20? cos 10° + .... 


10. Tarkime, kad sin o = m, cosa = n. 
a) Kam lygu m? + n’? 
b)* Dydžiais m ir п išreikškite sin (20), cos (20), sin (40). 


11. Ką vadiname skaičiaus a arkkosinusu? Kam lygu arccos 1-5 + arocos 7? 
12. Ar skaičius 2 yra sprendinys lygties: 


a) sin x = 1; b) cos (=-3) =0; C) sin х = (tg x)ctg х? 


Atsakyma pagriskite. 


Orientaciniai uzdaviniai 


1. AABC: AB = lÜcm, CE = 12 cm, 
ZA = 60°. 

Apskaičiuokite: 

a) trikampio ABC aukštinės BE ilgį; 


10 


га E 12 C b) trikampio ABC plota. 
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2. Stačiojo trikampio ABC įžambinės ilgis AB -4413 cm, AC = 8 cm. Raskite: 
a) sin о, cos а, tg O, ctg o, kai а = ZBAC; 
b) pusiaukraštinės, nubrėžtos iš viršūnės A, ilgį. 
3. Išreikškite radianais: 
a) 40°; b) 150°; c) –70°; d) 750°. 
4. Išreikškite laipsniais: 


a) E (rad); b) Ло (rad) c) — (rad); d) 6 rad. 


5. Apskritimo centras O, spindulio ilgis R = 6 cm. Apskaičiuokite lanko АВ ilgį, 
jeigu а = “АОВ yra: 


2 
a) 309; b) Бо d) 80°. 


65. Apskritimo spindulys R = 3 cm, stygos BC ir AD kertasi taške K, ZCKD si 
Raskite lankų АВ ir CD ilgių sumą. 

7. Apskritimo centras — koordinačių pradžios taš- 
kas O, spindulys R = 4. Apskaičiuokite: 

a) apskritimo ilgi; 

b) taško A koordinates, jei ZAOP = 60° (Zr. brė- 
žini); 

c) taško B koordinates, jei /АОВ = 90°. 

85, Užrašykite funkcijos f(x) = sin (2x) reikšmių ma- 
žėjimo intervalus. 


9. Suprastinkite reiškinį: 
a) (sin? x + tg? x + cos? x) cos*x + sin?x; 
b) (cos x — sin x)(cos x + sin x) + 2 sin? x; 


C)* sin (1-8 cos (2x — a.) - sin" (o. — л). 

10. Apskaičiuokite sin а, kai: 

a) cosa=4, 270° < а < 360°; b) соза = 2, 90? < а < 180°. 
11. Apskaičiuokite cos œ ir sin a, kai: 

a) o=, 180? < a < 270*; b) ава--1 90° < а < 180°. 


12*. Apskaičiuokite sin о cos o, kai: 
a) sin о + cos o = 1,2; b) sina. — cos а = 0,8. 


13*. Apskaičiuokite tg? a + сїр? a ir tg? a + ctg a, kai tg ot + ctga = 3. 
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14. Apskaičiuokite: 
a) sin? 12? + cos? 12°; b) 2 sin 30? — cos? 30°; 
c) sin 270? — 4 sin? 45°; d)* sin 750? — 2 cos 225°; 
е)" cos 1260“. 
155, Apskaičiuokite: 
a) sin 15°; 5) cos 1952, c) tg 159; 
d) cos 15? — cos 75°; e) sin 15? sin 75“. 
16*. Apskaičiuokite: 

| 22 л - 43 
a) sin (20), kai sin & = 0,8, 3^ o «m b) cos (20), kai sin а = EX 
C) sin (20), kai tg 4 = -2; d) sin (20), kai sin œ = cos o + 0,3. 
17*. Kūno, mesto kampu «a į horizontą pradiniu greičiu v,, skriejimo nuotolis 

2 


apskaičiuojamas pagal formulę L = sina sha (g = 10 m/s?). 


a) Apskaičiuokite skriejimo nuotolį, Ка! œ = 30°; а = 60°; œ = 15°. Pradinis 


greitis v, = 20 m/s. 


b) Kokiu kampu į horizontą reikėtų mesti kūną, kad jo skriejimo nuotolis būtų 


didžiausias? 


18*. Įrodykite tapatybę: 


cos* a.—sin* x 


=2 tg (20); 
8) sin à cosa 8(29) 
+ Mw P ЖИН a 
) Sia. соѕ2 0 sin lu cosa 


sina. 4/3 созо -ч(82) 
cosa. — 3 sina 3 


195. Lygiašonio trikampio kampo prie pagrindo sinusas lygus 0,8, šoninės kraš- 


с 


tinės ilgis lygus 1. 


a) Įrodykite, kad šis trikampis yra smailusis. 

b) Apskaičiuokite trikampio plotą. 

c) Apskaičiuokite apie trikampį apibrėžto skritulio plotą. 
d) Apskaičiuokite trikampio pagrindo ilgį. 

e) Apskaičiuokite į trikampį įbrėžto apskritimo ilgį. 

20*. Reiškinį pakeiskite sandauga: 

a) sin e + sin (70); 

b) sin o. + sin (30) + sin (50); 

c) sin? a + sin?(20) - 1; 

d) sin (20) – 2 sin a cos (Зо); 


e) cos? (8-2 -sin? (4-5) + cos (л 40). 
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21*. Suprastinkite reiškinį: 
a) 2 sin? a + sin? (30) - 1,5 + 0,5 cos (бо); 


1+sina 

p) та 
cos? (2-2 

4 2 


cos’ 4+ cos*(30)-1 | 

с) cos^ (2a) + cos?(4o) -1' 
sin (20) 

) 1+cos (20) 


-2tga. 
гү 13 40 a se IW 
22*. Apskaičiuokite Mc PU. kai sino ==, 0? < a < 180*. 
2203 : Зл 
23*. Suprastinkite, Каі л< kei 


„(sin @— 2)? + J1— cos? o + 4 sin cos. 


24*. Apskaičiuokite 87. jeigu sina + cosa = 0,2, 0 < а «л. 
25*. Apskaičiuokite: 
J EPS“, 


169“ 157 кл: 
b) 429п?15° , 
lg sin 15° + lg cos 15? | 
lg4-lgcos60? | 


d) 4/(38ш 15°)? + 9 sin? 75°. (3 arccos (-1) - N81; 
T 


in? 209 -sin? in? 509 sin2 
e) 4 sin 20° -sin* 40° | 0,25%" 50? -sin "is 


c) 


зіп 70° | 7с%20° + sin? 107 , sin? 80° 
0 —— 
2e 
em 2x N2 + tg 120 
8) 58 20+25 ^3 J 
26. Išspreskite lygti: 
a) 2 sin (4х) = 1; 


b) sos 2-2) 52, 
c) 25іп (2х) = -/3; 
а) 2 cos (2x) = -1. 
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27. Raskite funkcijų f(x) = sin Ë EJ ir g(x)= ñ grafiku sankirtos tašku abscises. 


C 28. Raskite funkcijų f(x) = 2 cos x ir g(x) = -1 grafikų 
sankirtos taškų koordinates. 

29*. Trikampio ABC kraštinių ilgiai ВС = 1; AB = 2, 
prieš jas esančių kampų santykis ZA: ZC = 1:2. 

a) Įrodykite, kad trikampis ABC yra statusis. 
b) Raskite apie šį trikampį apibrėžto skritulio plotą. 


A 12 В 


30”. Išspręskite lygtį: 

a) 2cos?x + 3sinx = 3; b) cos (2x) = sin x; 

C) sin? x + 4cosx-4 = 0; d) 1 +sinžx 2 3cosx - 2 cos? x. 
31*. Išspręskite lygtį: 

a) sin (4x) – ѕіп x = 0; b) 2sin x cos x = sin (4x); 

c) cos? x = cos (6x) + sin?x; d) sin x + 2 sin (3x) + sin (5x) = 0. 


32*. Raskite lygties cos x + 2 sin (2x) = cos (5x) sprendinius, esančius intervale 


335. Išspręskite lygtį: 

a) cos? x + cos?(3x) = 1; 

b) sin? x = cos? (2х); 

с) sin? x + sin?(2x) = cos? (Зх) + 0,5. 

34*. Raskite lygties 2 sin? x + cos x = 2 sin x mažiausią teigiamąjį ir didžiausią 
neigiamąjį sprendinius, išreikštus laipsniais. 

35. Apskritimo centras — koordinačių pradžios taš- 
kas, spindulys lygus 2. Pradiniu laiko momentu iš padė- 
ties P(2; 0) prieš laikrodžio rodyklę pradeda judėti taš- 
kas M(x; y). Raskite pirmuosius tris laiko momentus, kai: 

а)у= 1; b)yp--L с)х= 1, y = 4/3. Taško apsisu- 
kimo periodas T = 10 s. 


36*. Išspręskite lygtį: 
a) sin? x - 5sin x cos x + 4cos? x = 0; 

b) sin? (2x) = sin (2x) cos (2x); 

c) 3sinx = 4/3 cos x; 

d) 24/3 cos? x = sin (2x); 


€) cos? x = sin? x+ 43 sin (2x). 
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37*. Išspręskite lygtį: 

a) sin (2x) + cos (2x) = 1; 

b) 43 sin x - cos x = 2; 

c) VB sin х+® | сов (5-2) 2 

385. Išspręskite lygtį: 

a) sin? x — 3 sin? x cos x = sin x — 2 cos x; 
b) sin? x(sin x — 3 cos x) = sin x — cos x. 


39*, Šalia stačiojo trikam- 
pio, kurio plotas lygus S, sta- 
tinio ir įžambinės nubrėžti du 
kvadratai, kurių plotai 5, ir 5, 
(žr. brėžinį). Su kokiomis kam- 
po x reikšmėmis: 

а) 25, + S, = S4 

b) 2438, +S, = $,? 


40*. Išspręskite nelygybę: 
2sinx 3 1 


a) sin (3x) < 0; d) 05919 ` cos 919” 

b) 2sinx> V3; e) (в x) g CE > g =E. 

c) —cos x > 0; 

Pasitikrinkite 

1*. Apskritimo, kurio spindulys R = 36 cm, stygos BC ir c 
AD kertasi taške K; lankų АВ ir CD ilgių suma lygi Я 
20л (ст). Raskime ZCKD (laipsniais). 

Sprendimas 

Nagrinéjame įbrėžtinius kampus ZCAD — x; ZACB = y * D 
(radianais). 


Tada lankų AB ir CD didumai radianais 2y ir 2x. 
Lankų ilgiai atitinkamai lygūs 2yR ir 2xR, t. y. 72y ir 
5n 


72x (cm), ju suma 72(x + y) = 20, t. y. die 


Trikampio ACK kampo priekampis ZCKD lygus ZCAK + 
A NO sijų e ЛЭЭ) гар, 
T 


Atsakymas: 50“. 
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2. Apskritimo centras — koordinačių pradžios taš- 
kas O. Taškas B simetriškas taškui A ašies Ox atžvilgiu, 
atkarpa CD simetriška atkarpai AB ašies Oy atžvilgiu 
(žr. brėžinį). Pagal brėžinio duomenis raskime: 

a) taškų A; B; C; D koordinates; 

b) stačiakampio ABCD perimetro ir apskritimo 
ilgio santykį. Atsakymą užrašykime 0,01 tikslumu. 


Sprendimas 
a) Taško A koordinatės: 


у, = RsinZAOP =6sin 120° -6.9- 343, 


x, = RcosZAOP = 6 cos 120° =6- E =-3, t. y. A(-3; 343). 

Remdamiesi uždavinio sąlygoje minėta simetrija, gauname: 

В(-3,-343) С(3; 343); D(3; -343). 

b) Apskritimo ilgis L = 2xR = 121. Stačiakampio kraštinės AB = 2y, -645, 
AC = 2x, = 6. Perimetras P =2 (643 +6) =12 (Уз +1). 


12(4341) , , Р 3+1 
1257 77952604 


Р 
Ieškomas santykis Fam ~ 0,87. 


Atsakymas: 0,87. 


А 3. Stačiojo trikampio АВС įžambinės AB vidu- 
d rio statmens MK ilgis sutinka su statinio BC ilgiu 
: M santykiu MK: ВС = 2:3. 
I Apskaiciuokime cos ZA ir santykį CK : KA. 
Sprendimas. Tarkime, kad MK = 2x; BC = Зх, 
6 K A MB=MA=t. 
3х 
Tada | ААВС: tgZA- ——; 
AC 
ААМК: tgZA- = 
3t 
Todėl L .u t. y. act, AABC: taa TEE 2 a 
AC t 2 AB 2t 4 
А 3 xš 4t 3: 4t t 
Kadangi cos ZA = ==, tai АК =— АМ =—, СК = AC- AK =———=>-; 
5 AK 4 ш 2378 
"qs DEAN NER ee 
63 64t 8 


Atsakymas: cos ZA = =, СК: КА = 1: 8. 
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4*. Apžvalgos rato sukimosi ašis yra aukštyje H = 20 m virš žemės paviršiaus, 
rato spindulys R = 18 m. Rato sukimosi periodas (vieno apsisukimo trukmė) 7 = 5 min. 

a) Gaukime formulę, išreiškiančią rato kabinos M aukščio A (m) priklausomybę 
nuo laiko t (min). 

b) Kokiame aukštyje bus apžvalgos kabina, praėjus 50 s nuo judėjimo pradžios? 

с) Nubraižykime aukščio h priklausomybės nuo laiko grafiką, kai 0 € < 5 (min). 


Sprendimas 

a) Svarbu tinkamai pasirinkti koordinačių siste- 
mą. Nukreipkime kosinusų ašį и žemyn, koordinačių 
pradžios tašką O sutapdinę su rato sukimosi ašimi. 

Kadangi rato spindulys R, tai u = Rcos o. (žr. 
brėžinį). 

Kadangi per laiką T ratas atlieka visą apsisu- 
kimą (pasisuka 360? kampu), tai posūkio kampą per 
laiką t randame sudarę proporciją: 360? - T; о – t; 


a= wo (arva а-25) Taigi u(t) -Кх 


360^ t 
xcos| mp р 
36071 


h(t) = H-u(t) = H- Reo 62) 


Kadangi H = 20 m, R = 18 m, T = 5 min, tai h(t) = 20 - 18 cos (72°t); čia 
t — laikas (min), h — aukštis (m). 


Pastaba. Išreiškus kosinuso argumentą radianais, atsakymą galima užrašyti taip: 


h(t) = 20—18 cos (2) 


b) Kai t = 50 s, t. y. kai (= min, 


h, -3( ст2р-а8со22-2| -20-18 c0s5=11 m. 
6 5 6 3 


c) Grafiką nubraižyti lengviau, paskaičia- 
vus aukštį kas ketvirtį periodo: 


h (3) =20; —A (3) -38:-Л 5 = 20; 
4 2 4 
h(5)=2 (įsitikinkite!). 
5. Raskime: 
a) reiškinio 2 sin (3x) — 5 didžiausią reikšmę; 
b) reiškinio 3 — 5 sin x didžiausią reikšmę. 
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Sprendimas 
a) sin (3x) < 1 (sinuso savybė), todėl 
2 sin (Зх) < 2, 
2sin (3x) - 5< -3. 
Atsakymas: -3. 
b) sin x 2-1 (sinuso savybė), 
—5 sin x < 5, 
3-5sinx < 8. 
Atsakymas: 8. 
6. Apskaičiuokime sin a, jei tg 4 = 6, 180? < a < 270°. 


Sprendimas. Taikome formulę 


l+tg'a= А i 
COS“ O 
EO 
cos. o, 
2 1 
cos а= —, 
xi 
cos 2 = гау 
77 
Kadangi « yra III ketvirtyje, cos 0. < 0, t is : ний, о, todėl 
8 у tyj , > -У. 7 Jd" COS а 8 ? 
тэ ӨЛ ЭЭР ингэ L) 
437 431: - 373 
Atsakymas: m 


14 tg? (4-7) 
7". Įrodykime tapatybę ——ə>—— < ctg? (n-a). 


Sprendimas. tg? (a- z = сір? о; 


ctg? (a+ z) =tg a. 


1448 | 0-2 

= С | _1+с1р°@ cosa 

ЭСЭН 1418 "0 sin? o, 
2 


Taigi abi puses pertvarkėme į tą patį reiškinį ctg2 o. 


Todėl 


= сір? o; ctg2(m — а) = ctg a. 


Tapatybė įrodyta. 
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8*. Suprastinkime reiškinį: 
sin &cos (20) —coso sin (20 
(28) бо) +cos? 0; 


a) sin (Зо) cos (20) - cos (Зо) sin (20) 


b) sin a cos a cos (20) cos (40). 


Sprendimas 
a) Kadangi sin о cos (20) - cos a sin (20) = sin (о - 20) = sin (-04) = -sin a, 
sin (Зо) cos (2a) – cos (Зо) sin (20) = sin (30 – 20) = sin a, tai 
ZSDU y cos? ® = —1- cos? o = —(1— cos? a) = sin? a. 
sino 
b) Taikome dvigubo argumento sinuso formule, suteike jai toki pavidala: 


Sin x cos x = jsin (2x). 


sin о cos & cos (20) cos (40) = 5 sin (20) cos (20) cos (40) = 


- i . i sin (40) cos (40) = n : sin (80) = тое 


95, Apskaičiuokime reiškinio cos 36? cos 72? reikšmę. 
Sprendimas. Padaliję ir padauginę reiškinį iš sin 36?, gauname: 


T. 5 ë 
sin 36° cos 36° cos 72° 2 sin 72' cos 72 _ 


cos 36° cos 72° = 


sin 36° sin 36° 
_ 1 іп 144° 1 sin(180°—36°) 1 sin36 1 
“4 sin36 4 ѕіп 367 4 sin369 4“ 


1 
Atsakymas: 2 


Kitas būdas (geometrinis). Panagrinékime lygiašonį trikampį ABC (ZA = ZB = 


= 72°, ZC = 36°), kurio pusiaukampinė AD = 1 dalija jį į du lygiašonius trikam- 


pius ABD ir ACD (žr. brėžinį). 


Nubrėžkime lygiašonio trikampio ACD aukštinę DK 1 AC (ji kartu yra ir pusiau- 


С 


kraštinė). 

Kadangi CK = CD cos 36? = 1 cos 36°, 
tai AC = 2 cos 36°. 

Nubrėžę trikampio ABC aukštinę 
CE 1 AB (ji kartu yra ir pusiaukraštinė), 
gauname: АВ = 2 АЕ = 2 AC cos 72“, t. y. 
AB = 2-2 cos 36? cos 72“. 

Kadangi AB = 1, tai 1 = 4 cos 36° x 


1 
X cos 72“, t. y. cos 36? cos 72° = a 
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10”. Išskaidykime daugikliais: 

a) cos а + cos (За) + cos (500) b) cos? a + sin? (20) - 1. 
Sprendimas 

a) Taikome kosinusų sumos formulę: 


050. 0- 50 


COS а + соѕ (50) + cos (Зо) = 2 cos COS 


+ cos (304) = 
= 2 cos (30) cos (-20) + cos (30) = 2 cos (30) (cos (20) + 3 = 


Jis 20-1 
= 2 cos 3a) cos (20) + cos |-2сов(30)-2 cos 2 3 cos 2 3- 


= 4 cos (30) cos (2) cos (4-5). 
6 6 


b) Taikome laipsnio mažinimo formules: 


cos? o + sin? (а)-1-2556809), 1-с08(40) _ 


„1+cos(20)+1-cos(404)-2 сов8(20)-со8(40) _ 
2 2 

1 . 44-20, . 20:40, 

—-2sin ———— sin ———— 

2 2 


—sin a sin (Зо). 


sin (31 — о) + cos (3a- z) 
11*. Suprastinkime trupmeną RW GN ENS NE 
cos? СН: (4-7) 
4 
Sprendimas. Sprendžiame pagal redukcijos formules sin (Зл – о) = sin о; 
со [0-5 = ѕіп (30). 
Vardiklyje taikome dvigubo argumento kosinuso formule: 


cos? СЕЗЕ (9-2) = cos (24-5) = sin (20). 
4 4 2 


Qo. 30 0.—3a 


: : 2 sin —— cos ——— : 
Todėl 21 or sin (30) _ 2 2 251 (20) cos (-0) _ аан 
sin (20) sin (20) sin (20) 
cos (30) + 3 cos a 


12*. Suprastinkime reiškinį 3 
cos a 


Sprendimas. cos (30) + 3 cos o. = cos (304) + cos 4+2 cos а = 
| 30+ : | 30-0 
=2 cos 2 COS 


]+2 cos a= 2 cos 20) cos a+ 2 cos a= 


=2 cos a (cos (2a) - 1) = 2 cos a (cos? о —sin? œ+ cos? a+ sin? 0) = 4 cos? a. 
cos(3a)-3cosa 4сов a _ 


Todél ; - 
COS Q cos Q 
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135, Prie vertikalios sienos pritvirtintas paveikslas BN, ku- 8 
rio aukštis BN = 5 dm. Atstumas nuo paveikslo iki akies linijos 
NC =1 dm. 


a) Tarkime, kad akis A nutolusi nuo sienos atstumu AC = 3 dm. 
Raskime kampą o = “ВАМ, kuriuo matomas paveikslas BN. 

b) Kokiu atstumu nuo sienos reikia stovėti, kad kampo a 
didumas būtų 4522 


c) Ar galima pasirinkti tokį atstumą AC, kad kampo o didu- N 
mas būtų 6022 Z= | 
А С 
Sprendimas 
"1 арт 
а) Pazymime ZBAC = B, ZNAC = y. Tada tga = tg (В – y) = l-tgBtg y 
2 1 
: BC _6 NG 1193 3 
K 4ер------2, tgy2—— =, tai іра = =1, a = 45°. 
adangi tg p ue a gy Ac^3 tai ga n a 
3 
Atsakymas: 457. 
b) Pažymėkime AC = x. Tada t BD gcc ir 
x х 
6 1 
Pia 5x 
XX -tg459, t. y. =] 
"vct 5 У 746 
хєх 


Išsprendę kvadratinę lygtį x? – 5x + 6 = 0, gauname x = 2 dm arba x = 3 dm. 
Atsakymas: 2 dm; 3 dm. 
5 


c) Lygtis — 2m -43 ( tg 60° = V3 ) neturi sprendinių (įsitikinkite). 
x 


Atsakymas: Negalima. 


14. Raskime funkcijų f(x)- 4/2 sin (2+-5) ir g(x) = 1 grafikų sankirtos taškų 


koordinates. 
Sprendimas. f(x) = g(x), V2 sin (2-2) =1, t. y. sin (2x E) = №. 
2 i Т.Е лк, kai k=2n, 
2x— у= CD arcsin -+ nk, keZ; 2x- uie neZ; t.y. 
тл 


———-rmk, Каі k=2n+1, 
4 4 


2x- 7-20 arba 2x = 1 (2n +1), x= Žem x= tm. Kadangi g(x) = 1, tai y = 1. 


Atsakymas: (Тэн, 1) их 1 ne Z. 


152 


XI klasė 
: 15*. Išspręskime lygtį 2 cos?x = 3 sin x. 


Sprendimas. Pritaikę keitinį sin x = t, trigonometrinę lygtį pakeičiame kvadrati- 
ne lygtimi 
2(1 — Ë) = 3, 
22 + 3t — 2 = 0. 


Išsprende kvadratine lygti, gauname du sprendinius: 
1 
і = 2” t, = -2, 
1 : 
27 sin x = 2, 
Z 


х=(-1)* 2 nk, ke Z; sprendinių nėra. 


Atsakymas: iex T | є 2), 


16". Raskime lygties sin х = sin (5x) sprendinius, esančius intervale E =]. 
Sprendimas. sin (5x) —sin x = 0, 
2 sin (225) eas (223) o, 
2 2 
2 sin (2x) cos (3x) = 0; 
sin (2x) = 0 arba cos (3x) = 0, 
2x = nk, 3x- > +k, 
2127 PELA keZ 
2 6. 3 
T 
Kai k=0, x=0 Kai k = 0, m. 
Kai k=1, х-2 Kai k=1, x=Z 
ai k = 1, 7 ai k = 1, 2 
Р ; 5n 
Kai k=2, хэл Kai k = 2, шиг 
Kai k = 3 дал Kai k = 3 EL 
al K — 3, 27 ai k = 3, A 
Kai k=4, x-2m. Kai k =4, x= 3. 
Kai k= 5, х= HE 
ai k = 5, Xu 
Intervalui priklauso Intervalui priklauso 
A. Зл „T. 5л, Tr. Зп 
шат tik 266 3 
(nem uem 
Atsakymas: ҮЛ o 
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17*. Išspręskime lygtį |sin x| = |cos x|. 
Sprendimas. Abi lygties pusės apibrėžtos su visomis x reikšmėmis ir yra nenei- 
giamos. Todėl jas pakėlę kvadratu gauname pateiktai lygčiai ekvivalenčią lygtį: 
sin? x = cos? x, 
cos? x — sin? x = 0; 
cos 2x = 0, 


nk 
Atsakymas: E ke 2. 
4 2 
18*. Išspręskime lygtį sin? x cos x — 2 sin (2x) cos x + 3 cos? x = 0. 


Sprendimas. Taikydami formulę sin (2x) = 2 sin x cos x, lygtį pakeičiame homoge- 
nine lygtimi sin? x cos x - 4 sin x co? x - 3 co? x =0, t. y. 
cos x (sin? x — 4 sin x cosx + 3 cos? x) = 0. 


Т, : 4 
cos x = 0, Fo ram e arba sin?x —4 sin x cos x + 3 cos? x = 0. 


Lygties abi puses dalijame iš cos? x z0: tg? x - 4 tg x + 3 = 0. 
Pritaike keitinį t = tg x, gauname lygtį ? — 4t + 3 = 0, 


“21 t, = 3, 
tg x = 1, tg x = 3, 
x= tk; x = arctg 3 + nk. 


Atsakymas: [ent + tm, arctg 3 + nk |k e z). 


195. Išspręskime lygtį 4 sin x — 12 cos? x = sin x - 9 cos x. 
Sprendimas. Padauginę lygties dešiniąją puse i$ 1 = sin? x + cos? x, turimą lygtį 
pakeičiame homogenine lygtimi 
4 sin? x — 12 cos? x = (sin x — 9 cos х)(ѕіп? x + cos? x), t. y. 
3 sin? x + 9 si? x cos x - sin x co?x-3 cos? x = 0 |: cos? x +0, 
3 tg? x + 9tg? x - tg x-3 = 0). 
Pritaikę keitinį t = tg x, gauname lygtį 3? + 92 -1—3 = 0, 
132 — 1) +3(32-1) = 0, 
(3? - 1)(r + 3) = 0. 
43 43 


Lygties sprendiniai t, 5-3, t 2 ——, t, =-->. 


3 3 
M NE 3 43 
x reikšmes randame spręsdami lygtis tg x = —3, tg x E {р = SS 


x, = -arctg 3 4 nk, x = + tk, x =-5+ nk. 


Atsakymas: |-areig 3+1k, = nk, = + nk lk e 2). 
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20*. Šalia stačiojo trikam- 
pio statinio ir įžambinės nu- 
brėžti du kvadratai, kurių plo- 
tai S, ir S, (Zr. brėžinį). IZam- 
binės ilgis lygus 1. Su kokiomis 
kampo x reikšmėmis S, + 5, = S, 
(S, — stačiojo trikampio plotas)? 

Sprendimas. Stačiojo tri- 
kampio statinio, esančio prieš 
kampą x, ilgis lygus 1 - sin x = 


= sin x, kito statinio ilgis cos x. Todėl 5, =— sin x cos x, S, = sin? x, S, = 1? = 1. 
2 
, 5 сг ela : 9 ЛЕР. T 
Liko rasti lygties 2 sin x cos x + sin? x - 1 sprendinius, esančius intervale (o. z) : 


b 
= Sin x cos x = cos? x, 


cos x (sin x - 2 cos x) 2 0; 


cos x = 0 arba sinx-2cosx-0 |: cos x # 0, 
T 

х= +10, k e Z; tg x = 2, 

netinka salygai; x = arctg 2 + nk, k e Z, 


xo = arctg 2 € (o z), 
Atsakymas: {arctg 2}. 


2лг\ 
Т / 
(Zr. šio skyriaus 4" uždavinį); čia H — apžvalgos rato ašies aukštis virš žemės pavir- 
šiaus, R — rato spindulys, T — sukimosi periodas. 
Tarkime kad H = 20 m, R = 15 m, T = 2 min, + — laikas, skaičiuojamas nuo 
judėjimo pradžios (pradiniu laiko momentu kabina yra žemiausiame taške). 
Raskime pirmuosius tris laiko momentus, kuriais kabina bus 27,5 m aukštyje 
virš žemės paviršiaus. 


21*. Apžvalgos rato kabinos aukštis kinta pagal dėsnį h(f) = H -R «| 


Sprendimas. A(t) = 20—15 cos (2) баг--їЇайав (s). 


Sprendžiame lygtį 20-15 cos a 017,5: 


(a): 
cos| — | =-=, 
60 2 


LL +агссоѕ (3) 21. 
60 2 
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Kadangi arccos [- 5) = п – arccos 1 — x= = a tai 
2 2 23 


ті 2т, 


—=+—+21nk 2 
60 3 


p t = —40 + 120k, k > 0, ke Z arba t = 40 + 120k, k > 0, ke Z. 


Randame tris mažiausius teigiamuosius sprendinius: 

t, = 40 + 120.0 = 40 s, 

t, = -40 + 120 - 1 = 80 s, 

t, = 40 + 120-1 = 160 s. 

Atsakymas: 40 s; 1 min 20 s; 2 min 40 s. 
22*. Išspręskime nelygybę: 
: 43 sin x : 
>=; ———— <0; 2 8 2 o; 

a) sinx cosx 2 T b) APR с) (cos? x) tg 95? > (sin? x) tg 95 
Sprendimas 


43 43 


43 > 
а) 28шхсо8х2--, sin(2x)2—, |v2— |. 
) 2 2325 2 
Pažymime ir apeiname teigiamaja kryptimi lan- 


ką, kurį sudaro taškai (u; v), kai Ia 
Gauname: 


Tank є2х 5 Dank I2, 


Кыл <х< Ten. 
6 3 


Atsakymas: E Sank), keZ. 


b) Nelygybės apibrėžimo sritis sin x * 1, t. y. x «224, ke Z. 

Su visais x e R iš nelygybės apibrėžimo srities sin x - 1 < 0 (nes sin x < 1), todėl 
sinx20, 
nelygybė yra ekvivalenti sistemai 
pu x*> t2nk, ke Z. 
Apėję prieš laikrodžio rodyklę apskritimo 
dalį, kurią sudaro taškai (u; v); v 2 0, ir pašalinę 
2nk < x < z+ 2rk, 


taška (0; 1), gauname: 
+В xe > +2nk. 


Atsakymas: 
(2м; Е гед; ke Z. 
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с) (co? x = sin? x) tg 95° > 0 |: tg 95° < 0. 

Antrojo ketvirčio kampo (95?) tangentas neigia- 
mas, todél dalydami i$ jo nelygybés abi puses turime 
pakeisti nelygybės ženklą! 

cos? x — sin? x < 0, 
cos (2x) « 0. 

Apeidami vienetinio apskritimo dali, kuria sudaro 

taškai (u; v), u «0, gauname: 


m 
Er + 2mh} Zy 2nk<2x< T+ nk > 
Кыек ий 
4 4 
T Зл 
Atsakymas: их Pent ke Z. 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Raskite funkcijos f(x) = 2 — 3 cos x didžiausiąją 
ir mažiausiąją reikšmes. 
2. Apskritimo spindulys R = 6, ZBOA = 60°. Pagal 
brėžinio duomenis raskite taško A koordinates. 
3. со8Х- 223 Amo x«2m. Raskite sin x. 
13 2 
4. Kuri iš pateiktuju lygčių neturi sprendinių: 


A4sinx-m; B cos (5)-2: € tg (2x) -2007, 
"” бх = Зл; Esinx=n-37 
5. Išspręskite lygtį 2cos (2х)+ /3 = 0. 


Kontrolinio darbo pavyzdys A 
1. Raskite funkcijos f(x) = 3|sinx| - 2 periodą, didžiausiąją ir maZiausiaja reikš- 
mes. 
: Э X Ss 
2. sinx=—, —<x<n. Raskite sin (2x). 
132 


3. Suprastinkite reiškinį cos (Зл — x) sin Ë + z) t sin" (20071. — x). 


4. Išspręskite lygtį (tg 20°)" = (tg 709502, 


5. Išspręskite nelygybę -2 cos Ë _ а, 5-1. 


ye 
9 PLANIMETRIJOS PRADMEN 


9.1. PRADINĖS PLANIMETRIJOS SĄVOKOS. 
PLANIMETRIJOS AKSIOMOS 


Teorinés Zinios 
1. Pradinės (t. y. neapibrėžiamos) planimetrijos, arba plokštumos geometrijos, 


sąvokos yra taškas ir tiesė. 
Pagrindinės aksiomos. 


A 1. Per bet kuriuos du plokštumos taškus eina vienintelė tiesė. 


Iš šios aksiomos išplaukia, kad dvi skirtingos tiesės negali kirstis dviejuose (arba 
daugiau) taškuose. 

Dvi plokštumos tiesės arba kertasi viename taške 
a(|b = K, Ke a, Ke b, arba neturi nė vieno bendrojo K 
taško. Tada sakoma, kad tiesės a ir b yra lygiagrečiosios: 

a 


А af b= Ø, alib. 


A 2. Bet kuris tiesės taškas ją dalija į dvi dalis. 


a A А є a. 
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Jeigu prie vienos iš tų dalių prijungiame patį tašką, gauname spindulį. Tada 
е vadiname šio spifidulio pradžia. 


A 3. (Iyglagretiüju tiésiu aksiomà) 
Per plokštumos tašką, nepriklausantį nurodytai Dlokštumos tiesei, galima nubrėžti 
„vieną ir tik vieną tiesę, lygiagrečią su nurodyta tiese. 


9.2. FIGŪRŲ LYGUMAS. TRIKAMPIŲ LYGUMO POZYMIAI. 
LYGIASONIO TRIKAMPIO SAVYBĖS 


1. Paprasčiausios figūros — taškai, tiesės, atkarpos, kampai. Geomėtrinė figūra 
yra tam tikra taškų aibė. Apibrėžkime svarbiausias sąvokas. 

Laužtė yra vadinama figūra 4,A, ... A,, kurią sudaro taškai A,, A;, ... А, ir juos 
jungiančios atkarpos А,А,, A,A,, .... 

Daugiakampiu yra vadinama aibė plokštumos taškų, esančių uždarosios laužtės 
viduje ir pačioje laužtėje. 


1 brėžinys 2 brėžinys 


2. Pratęsdami daugiakampio kraštinę, gauname tiesę. Ji plokštumą dalija į dvi 
pusplokštumes. Jeigu daugiakampis yra vienoje iš pusplokštumių, gautų pratęsus bet 
kurią jo kraštinę, daugiakampis vadinamas iškilūoju (žr. 1 brėžinį). Priešingu atveju 
susiduriame su neiškilūoju daugiakampiu. 2 brėžinyje pavaizduotas ketūrkampis yra 
neiškilasis (Zr. tiesę, gautą камин kraštinę si 
pe us NEM 


Pakartokime trikampiu lygumo poZymius. 
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Teorema. Jei vieno trikampio dvi kraštinės ir kampas tarp jų atitinkamai lygūs 
kito trikampio dviem kraštinėms ir kampui tarp jų, tai šie trikampiai yra lygūs 
(trikampių lygumo pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų požymis). 


M Žinoma: AC = KL, 
AB = LM, 
“САВ = KLM = a. 


4 ck L Įrodysime: A АВС = AKLM. 


Įrodymas. Trikampi KLM (prieš tai apvertus) galima uždėti ant trikampio ABC 
taip, kad viršūnė L sutaptų su viršūne A, kraštinė KL su kraštine AC, kraštinė LM 
su kraštine АВ. 

Tada viršūnė B sutampa su viršūne M, viršūnė C — su viršūne K. Kadangi per 
du plokštumos taškus eina viena ir tik viena tiesė (aksioma 41), tai atkarpa BC sutampa 
su atkarpa KM. Todėl visos trys ААВС kraštinės sutampa su AKLM kraštinėmis, 
o AABC kampai — atitinkamai su AKLM kampais, t. y. AABC = AKLM. Teorema 
įrodyta. 

Analogiškai įrodomi ir kiti trikampių lygumo požymiai. 

Teorema. Jei vieno trikampio kraštinė ir du prie jos esantys kampai atitinkamai 
lygūs kito trikampio kraštinei ir dviem prie jos esantiems kampams, tai šie trikam- 
piai yra lygūs (trikampių lygumo pagal kraštinę ir du kampus prie jos požymis). 


Teorema. Jei vieno trikampio trys kraštinės atitinkamai lygios kito trikampio trims 
kraštinėms, tai šie trikampiai yra lygūs (trikampių lygumo pagal tris kraštines 


požymis). 


Prisiminkime stačiųjų trikampių lygumo požymius. 


17, Jei vieno stačiojo trikampio įžambinė ir vienas statinis atitinkamai lygūs kito 
stačiojo trikampio įžambinei ir vienam statiniui, tai šie trikampiai yra lygūs (sta- 
čiųjų trikampių lygumo pagal įžambinę ir vieną statinį požymis). 


Ё 


4 С k M 


Jei AB = LM, BC = LK, 
ZC = ZK = 905, tai AABC = AKLM. 
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2". Jei vieno stačiojo trikampio statinis ir smailusis kampas lygūs kito stačiojo 
trikampio statiniui ir smailiajam kampui, tai šie trikampiai yra lygūs (stačiųjų 
trikampių lygumo pagal statinį ir smailųjį kampą požymis). 


B Ё 
С A M K 


Jei BC = KL, ZCAB = ZKML = a, 
ZC = ZK = 90°, tai AABC = AKLM. 


3". Jei vieno stačiojo trikampio įžambinė ir smailusis kampas atitinkamai lygūs 
kito stačiojo trikampio įžambinei ir smailiajam kampui, tai šie trikampiai yra lygūs 
(stačiųjų trikampių lygumo pagal įžambinę ir smailųjį kampą požymis). 


B L 
С 4-3 К 


Jei AB = ML, CAB = ZKML = a, 
ZC = ZK = 90°, tai Л АВС = AKLM. 


ikampis, kurio dvi kraštinės lygios, vadinamas lygiašoniū trikamp 


Teorema. Lygiašonio trikampio ABC (CA = CB) kampai prie pagrindo AB yra 


lygūs. 
С 


А м В 


Žinoma: A АВС, СА = CB. Įrodysime: ZCAB = ZCBA. 
Irodymas. NubréZkime trikampio ABC pusiaukrastine СМ (МА = МВ). 
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Trikampiai АСМ ir BCM yra lygūs pagal tris kraštines (CA = CB, MA = MB, 
CM — bendra), todėl ju kampai, esantys prieš bendrą kraštinę, taip pat lygūs, t. y. 
“САВ = Z СВА. Teorema įrodyta. 

Sukeisdami vietomis teoremos sąlygą ir išvadą, gauname įrodytai teoremai 
atvirkštinę teorėmą. 

Teorema. Jei trikampio du kampai yra lygūs, tai šis trikampis lygiašonis. 


С 


п 
А К В 
Žinoma: AABC, ZA = ZB = a. Įrodysime: СА = CB. 

Įrodymas. Nubrėžkime CK 1 AB. ACAK = ACBK (pagal bendrą statinį CK ir 


smailųjį kampą о). Todėl šių trikampių kraštinės СА ir CB, esančios prieš lygius 
(stačiuosius) kampus, yra lygios. Teorema įrodyta. 


9.3. STATMENOSIOS TIESĖS 


Teorinės žinios 


1. Iš pradžių įrodykime teoremą. 


Teorema. Trikampio kampo priekampis (t. y. kampas, gretutinis šiam trikampio 
kampui) yra didesnis už kiekvieną jam negretutinį šio trikampio kampą. 


(IN = 


e 
A c D 


Žinoma: AABC, ZA = а, ZB = B. Įrodysime: ZBCD > a, ZBCD > В. 
Įrodymas. Tarkime, kad B > o. Pakanka įrodyti, kad ZBCD > В. 
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Nubrėžkime i$ AABC viršūnės A pusiaukraštinę AM ir prateskime ją taip, kad 


atkarpos MA ir ME būtų lygios. 
B E 
< 


422 С р 


Kadangi ME = MA, MB = MC, ZBMA = ZCME (kryžminiai), tai АМАВ = 
= AMCE (pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų). Todėl ZBCE = ZABC = В. 
Kadangi ZBCD > “ВСЕ, tai ZBCD > B > o. Teorema įrodyta. 


Aga, Ає Б, Б 1а. 
В -а(15, AB — statmuo, nubrėžtas i$ taško A 
į tiesę a. 


Įrodymas. Šią teoremą įrodykime prieštaros me- 
A todu. 

Tarkime, kad iš taško A į tiesę a galima nubrėžti 

du statmenis: 

AB La ir AC La. 

Tada trikampio ABC kampo ABC priekampis 
E В" С a ZEBA = 90° yra lygus jam negretutiniam trikampio 
kampui ACB (nes ZACB = 902). Tai prieštarauja anks- 
čiau įrodytai trikampio kampo priekampio savybei. 
Gautoji prieštara įrodo teoremą. 


m 
t 
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Teorema. Kiekvienas atkarpos AB vidurio statmens ta$kas yra vienodai nutoles 
nuo šios atkarpos galų. 


Įrodymas 


A M B 
Tarkime, kad MA = MB, Ne h, h L AB, h(1AB = M. 
Reikia įrodyti, kad NA = NB. 
ANMA = ANMB pagal dvi kraštines (MA = MB, NM bendra) ir kampą (statųjį) 
tarp jų. Todėl NA = NB. Teorema įrodyta. 
Šiai teoremai atvirkštinė teorema yra tokia. 


Teorema. Visi taškai, vienodai nutolę nuo atkarpos galų, priplama k šios atkarpos 
vidurio statmeniui. 


Tai įrodykite savarankiškai. 


9.4. LYGIAGREČIOSIOS TIESĖS 


Teorinės žinios 


Teorema. Dvi tiesės, statmenos tai pačiai tiesei, yra lygiagrečiosios. 


Įrodymas. Teoremai taikome prieštaros metodą. 

Tarkime, kad yra trys tiesės а, b, c, tokios, kad Б 1 а, с1а, obllc = K 

Tada gauname, jog iš taško K yra nubrėžti du statmenys į tiesę a. Tai prieštarauja 
anksčiau įrodytai teoremai, kuri teigia, kad iš nurodyto taško galima nubrėžti vieną 
ir tik vieną statmenį į nurodytą tiesę. 

Gautoji prieštara įrodo teoremą. 


Teorema. Jei perkirtus dvi tieses AD ir BC kirstine AB priešiniai kampai DAB 
ir CBA yra lygūs, tai tiesės AD ir BC lygiagrėčiosios. 
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Žinoma: ZDAB = ZCBA = а. Įrodysime: AD||BC. 
Įrodymas. Pažymėkime atkarpos AB vidurio tašką M. Per jį nubrėžkime tiesę 
ME, statmeną tiesei AD. 


Kadangi MA = MB, ZEAM = ZMBF = o, ZAME = ZBMF (kryžminiai kampai), 
tai AAME = ABMF (pagal kraštinę ir du kampus prie jos). 

Todėl ZBFM = ZAEM = 90“. 

Taigi AD 1 EF, BC 1 EF, t. y. AD|BC. Teorema įrodyta. 


2. Įrodykime šiai teoremai atvirkštinę teoremą. 


Teorema. Perkirtus dvi lygiagrečiąsias tieses kirstinė, susidarantys priešiniai 
kampai yra lygūs. 


Žinoma: АГ|ВС. Įrodysime: ZCBA = ZDAB. 


Įrodymas. Teoremai taikome prieštaros metodą. Tarkime, kad AD||BC, o 
ZCBA + ZDAB. Per tašką A nubrėžkime tiesę AE su sąlyga, kad ZEAB = ZCBA = a. 
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Kadangi ZEAB ir ZCBA yra priešiniai kampai, susidarantys perkirtus tieses AE 
ir BC kirstine AB, tai iš jų lygumo išplaukia, kad tiesės AE ir BC yra lygiagrečiosios. 
Išeitų, kad per tašką А eina dvi tiesės (AD ir AE), lygiagrečios su tiese BC. Tai 
prieštarauja lygiagrečiųjų tiesių aksiomai. Gautoji prieštara įrodo teoremą. 


Pavyzdys C 4 


B 


Taškas K yra tarp lygiagrečiųjų tiesių AC ir BD. Apskaiciuokime kampu CAK, 
AKB, DBK sumą. 


Sprendimas 


Per tašką K nubrėžiame tiesę KM, lygiagrečią su tiesėmis AC ir BD. 
Kadangi ZMKA = ZEAK = 180? - ZCAK, o ZMKB = ZFBK = 180? - ZDBK, 
tai ZAKB = “МКА + МКВ = 360? - ZCAK - ZDBK. 
Gauname: 
ZCAK + ZAKB + ZDBK = “САК + 360° - ZCAK - ZDBK + ZDBK = 360°. 


Atsakymas: 3607. 


9.5. IŠKILOJO n-KAMPIO KAMPU SUMA 


Teorinės žinios 


1. Iš pradžių įrodykime trikampio kampų sumos teoremą. 
N C m Teorema. Trikampio visų kampų suma lygi 180°. 


Įrodymas. Per trikampio viršūnę C nubrėžiame tiesę 
NM | АВ. Gauname lygiųjų priešinių kampų poras: 
“ВАС = ZNCA = а, ZABC = ZMCB = В. 

Kadangi ZNCM = 180°, tai а + y + B = 180°. 

Teorema įrodyta. 
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1 išvada. Trikampio kampo priekampis yra lygus kitų dviejų trikampio kampų 
sumai, t. y. ZCBE = ZA + ZC. 


A B E 


2 išvada. Kiekvienas lygiakraščio trikampio kampas yra lygus 60“, t. y. jei AB = 
=АС = дє. tai ZBAC = ZABC = ZACB = s 


2. Teorema. Tškilojo n-karipio- {з > 3) kampi быша s si ra | -2)8 n 
Įrodymas. Turime iškiląjį n-kampi А, A, A, ... À, , A,. 


«a 


A A 


n п-1 


Nubrėžkime atkarpas А, А, А, A,, ..., A, A, ,. Gauname n - 2 trikampius, kurių 
visų kampų suma, t. y. (n — 2)180“, lygi n-kampio visų kampų sumai. Teorema įrodyta. 


Pavyzdys. A,A,A, е: А — taisyklingasis dvylikakampis, kurio perimetras 48 cm. 
Apskaičiuokime atstumą nuo taško А, iki tiesės A, А,. 


Sprendimas 


Primename, kad atstumū nuo taško iki tiesės vadinamas ilgis statmens, nubrėž- 
to iš šio taško į tiesę. Taigi reikia apskaičiuoti atkarpos A,K (A,K L А,А,) ilgį (Zr. 


48 
brėžinį). A,A, = 127 4 cm, iškilojo dvylikakampio kampų suma (12 – 2) · 180° = 1800“. 
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Taisyklingojo dvylikakampio kampo didumas M = 150°, todėl ZA,A,K = 
= 180? - 150? = 30°. 
1 
АК = 2 A,A, (stačiojo trikampio statinio, esančio prieš 30° kampą, ilgis lygus 


pusei įžambinės ilgio). Todėl A,K = 2 cm. 
Atsakymas: 2 cm. 


9.6. TRIKAMPIO PLOTAS 


Teorinės žinios 


1. Stačiojo trikampio, kurio statinių ilgiai a ir b, plotas lygus 


y 
2 


Irodymui pakanka nubrėžti tieses BD || CA bei AD || BC 
(žr. brėžinį) ir įsitikinti, kad ААВС = AABD (pagal kraštinę 
ir du kampus prie jos). 
Susidariusio stačiakampio plotas 
8 сво = BC : AC = ab, taigi 


1 
S.asc = 2 5 дсвр = 2 ab. 


Jei trikampio ABC aukštinės АН ilgis lygus Л,, o kraštinės BC ilgis a, tai tri- 


kampio plotas 1 
2 


Irodymas A A 
h, 
п 
В ан C Н B a C 
* > 


1 1 
авс = Sagan + Sacan =s (ВиО, 8,авс = асн — S ABH => (CH BH, 


t. y. Suc 77 ВС. t. y. Suc => ВСА, 
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Pavyzdys. Ce a, Dea, E € a, A € b, Be b, ajib. 


Trikampiai ABC, ABD, ABE lygiaplėčiai, t. y. S ас = Sup = SmBE = ñ AB-h; čia 


h — atstumas tarp lygiagrečiųjų tiesių a ir b. 


G 
250 
200 
A 100 K 


Atstumas tarp dviejų lygiagrečių plentų 200 m, plentus jungiančio vieškelio AC 


Pavyzdys 


ilgis 250 m. Raskime atstumą nuo kelmo K iki vieškelio AC, jeigu AK = 100 m. 


Sprendimas. Sader = AK “CH, tY: 


As -5:100.200- 10 000 m°. 


C 
200 
M, 


A 100 KH 


Nubrėžiame KM 1 AC (KM — ieškomas atstumas). Kadangi КМ yra trikampio 
ACK aukštinė, statmena kraštinei AC, tai Suck = AC „КМ; try: 


BEIM D 


=80m 
AC 250 
Atsakymas: 80 m. 
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3. Trikampio, kurio kraštinių ilgiai CB = a, CA = b, kam- C 
pas tarp ju <ACB = а, plotas 


1 Ё b, a 
2 


4 B 
Irodymas Р A 
b 
LAN 
ca 2 MB Nr. a B 

АСАН: AH = AC sin а, АСАН: AH = AC -sin y, 

ty: „=bsina, sin y = sin (180? — о) = sin о, 

s= ak, ah sin a, Ss ай =L sin a. 

2 2 2 2 


Pavyzdys. Iškilojo keturkampio ABCD įstrižainės AC ir BD kertasi taške K, 
Sack = Šv Sacpk = S» Sank = S3 5 хавх = $. Įrodykime lygybę 5,5, = S,5,. 


B 


RA 


D 


Įrodymas. Pažymime KB =x, KC — y, KD =z, KA =t, ZBKC = a. Tada 
“АКР” = а, ZCKD = 180? – a. Vadinasi, sin ZBKC = sin ZCKD = sin ZAKD = 
= sin Z AKB = sin a, todėl 
1 : 
5, = $лвск =T sin О, B С 
1 Я pow 
Š, = S,cpk = = yz Sin О, A 


2 
A 


Š, = SAADK = 28 sin a, 


S, = S ABK = sino, t. y. 


SS = туш sin“ a = S,S,. Teiginys įrodytas. 
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Pavyzdys. Trapecijos ABCD įstrižainės AC іг BD kertasi taške K, 5,56с = S,, 
Sup = 5, Apskaičiuokime trapecijos plotą. 
B Ç 


ps 


4 р 
Sprendimas. Trikampiai ABD ir ACD lygiapločiai (bendras pagrindas ir lygios 
aukštinės), Sakas = Smgp — 92 Sackp = Sa4cp — 9» todėl trikampiai АКВ ir CKD taip 
pat yra lygiapločiai. Pažymėkime 5, = $, = S> Taikydami ankstesnio pavyzdžio 
sąryšį, gauname $ = S,S,, todėl S, = 4/5,,. 
Trapecijos plotas 5 = S, + S, + 265, 
Atsakymas: 5 = S, + 5, + ATA : 


9.7. LYGIAGRETAINIO, ROMBO, TRAPECIJOS PLOTAS 


Teorinės žinios 


1 
1. Lygiagretainio ABCD (žr. brėžinį) plotas $ „вср = 2 Sup = 2" 2 ah, čia a = AD = 
= BC, h, = ВЕ L AD — lygiagretainio aukštinės ilgis. Todėl $ „ср = ah, = ab sin Z A; 


čia b = AB. 
B a C 


mm 


A D 


Lygiagretainis turi dvi aukštines, kurių ilgiai h, = BE, h, = BF. 
Lygiagretainio plotas yra lygus lygiagretainio kraštinės ilgio ir jai statmenos 


aukštinės ilgio sandaugai: |/5,6ср = ah, = bh,. 
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2. Rombo, kurio kraštinės ilgis a, aukštinės 11015 h, o vienas kampas o, plotas 


= = п? <і 
5 вср = аһ = а? sin о. 


Rombo (kaip, beje, kiekvieno keturkampio, kurio jstriZainés viena kitai stat- 


Deseret SR aaepe : AC. BD 
menos) plotas lygus įstrižainių ilgių sandaugos pusei:| S o ETTE 


B 


D 


3. Trapecijos, kurios pagrindų ilgiai a = AD, b = BC, aukštinės ilgis h = BE (BE L 


LAD), plotas шан шан h. 


Įrodymas. Įstrižainė BD dalija trapeciją į du trikampius, kurių plotai 5, ар = i ah, 


9Авср => bh. Pakanka įžvelgti, kad S аср = S,,5p + Sasco- 
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aw à 4. Pateikiame bet kokio iškilojo ketürkampio ABCD 
1 
5 a ploto formule: S „ср = 2 AC · BD -sin Ф; čia g = ZCKD — 
A keturkampio įstrižainių sudaromas kampas. 


Norint įrodyti šią formulę (atlikite tai savarankiškai) 
pakanka per taškus A, B, C, D nubrėžti tieses, lygiagrečias 
su įstrižainėmis AC ir BD, ir įsitikinti, kad keturkampio 
ABCD plotas lygus pusei susidariusio lygiagretainio (kurio 
gretimų kraštinių ilgiai lygūs AC ir BD ilgiams) ploto. 


D 


9.8. TALIO TEOREMA IR JAI ATVIRKŠTINĖ TEOREMA 


Teorinės žinios 


1. Teorema (Talio). Dvi lygiagrečiosios tiesės, kertan- 
čios kampo kraštines, atkerta jose proporcingąsias at- 


karpas, t. y. jei MN | AB, tai = V 
arpas, t. y. jei | AB, tai CA CB. 


Įrodymas. Trikampių CMN ir CMB aukštinė, nubrėžta iš viršūnės M, yra bendra. 
Sa „СМ 
S смв CB 


Pažymėję jos ilgį ^, gauname S,cyy => CN “hy Sacin => CB - h, todėl 


SACMN 


CM 
Išnagrinėję trikampius CMN ir CAN, gauname 5 = сд ` Liko įrodyti, kad 
ACAN 


сму S сму 


Sun da 2 f y. kad Ухсах = Saci 


Iš tikrųjų Scy = Sacmn + Sau Šacus = ŠACMN + Š ABMN: 
Kadangi S үүх = $ зму (bendras pagrindas ir vienodos aukštinės, kurių ilgis lygus 
atstumui tarp lygiagrečiųjų tiesių АВ ir MN), tai S can = S,cyg. Teorema įrodyta. 
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2. Suformuluokime ir įrodykime Talio teoremai atvirkštinę Ей. 


_Теогеша (atvirkštinė Talio teoremai). 
„Jei dvi tiesės kerta kampo kraštines ir vienoje kampo kraštinėje atkerta atkarpas, 
„proporcingas kitoje kraštinėje atkirstoms atkarpoms, tai tos tiesės yra lygiagrečiosios. 


: М СМ 
Kitaip tariant, t. y. jei — CN „tai MN || AB. 


Cic ОВ” 
CM CN 
Įrodymas. Тайсоше prieštaros metodą. Tarkime, kad —— CB Ca tačiau tiesė 
AB nėra lygiagreti su MN. Pagal lygiagrečiųjų tiesių aksiomą per tašką А galima 


CM CN 
nubrėžti tiesę (beje, vienintelę) AD||MN. Tada pagal Talio teorema —— СА СО” [uy 


CN CN 
СВ CD 

Tada sutampa ir tiesės АВ ir AD, o tai prieštarauja prielaidai, jog AB nelygiagreti 
su MN. Gautoji prieštara įrodo teiginį. 


» СВ = CD. Išeitų, kad taškai В ir D sutampa. 


3. Įrodykime svarbią Talio teoremos išvadą. 


Išvada. Tiesė, lygiagreti su trikampio kraštine ir kertanti kitas dvi kraštines, atkerta 
nuo jo trikampį, kurio kraštinės proporcingos nurodyto trikampio kraštinėms. 


^ Zinoma: AABC, MN || BC. 
ше. AM _ AN ММ 
Įrodysime: AB AC BC 
d Lygybė 204 ЭГ išplaukia iš Tali 
2 Įrodymas. Lygybė AB Ac BPlaukia iš Talio teo- 
remos. 
Per tašką N nubrėžkime tiesę ND|| AB. Tada pagal 
CN CD 
B D c Talio teorema — AC ^ BC 
Kadangi CN = AC - AN, CD = BC - BD, todėl 
A E t. y 125559) Gauname: P 
AC BC OS AC BC AC BC. 
: ! AN MN А 
О kadangi BD = ММ, turime: -- = ——. Teorema įrodyta. 


ACHE ВС 
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9.9. TRIKAMPIO VIDURINĖS LINIJOS 


Teorinės žinios 


Teorema. Trikampio vidurinė linija lygiagreti su trikampio 
trečiąja kraštine, vidurinės linijos ilgis lygus pusei šios 
kraštinės ilgio. 

Žinoma: MA = MB, NA = NC. 

Įrodysime: MN | BC, ММ =: ВС. 


Įrodymas. Pažymėkime MA = МВ = x, NA = NC = у. 


AN — T 
Kadangi АМ _ 0 1 272 . AM AN 


tai ——-——, 
AB 2x..2^. AC 25 Т AB | AC 
ir pagal teorema, atvirkštinę Talio teoremai, gauname, kad MN || BC. 
Remiantis Talio teoremos išvada 
4 MN AM x 1 


Fs Iar Ti 3 iab t. y. MN =: Вс. Teorema įrodyta. 


B С 


2. Kiekvienas trikampis turi tris vidurines linijas. 

Trys vidurinės linijos dalija trikampį į 4 lygius (pagal 
3 kraštines) trikampius. 

Savarankiškai įrodykite dar tokį teiginį: „Trikampio vi- 
durinė linija dalija trikampį į mažesnį trikampį ir trapeciją, 


c kurių plotų santykis yra 1 : 3“. 


9.10. TRIKAMPIŲ PANAŠUMAS 


1. ЗаКопе, kad trikampis ABC panašus į trikampį А,В,С, (žymima AABC ~ 
-A4,B,C,), jei pirmojo trikampio kampai atitinkamai lygūs antrojo trikampio 
kampams, o pirmojo trikampio kraštinės yra proporcingos atitinkamoms antrojo 
trikampio kraštinėms, t. y. ZA = ZA, ZB = ZB, ZC = ZC, 


Dydis k vadinamas trikampiq рааны koeficienta. 
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Jei AABC ~ AA,B,C,, tai ju plotų santykis 


1 > 
— АВ · AC sin ZA 
S ABC = Ü AB DAC. k.k = k2, nes 


Sana, ЗАВ, AC, sinz4 AB АС 


ZA = ZA, pagal Жо trikampių apibrėžimą. 
2. Prisiminkime trikampių panašumo požymius. 
1) Pagal du kampus. 
Jei pirmojo trikampio du kampai yra lygūs antrojo trikampio dviem atitinkamiems 
kampams, tai šie trikampiai рапайй, t. y. jei ZA = ZA, ZB = ZB, tai 
AABC - AA,B,C,. 


Irodymas C 
{> 
C С, 
{> 
/N A LS {М 
А В, В 4, В, 


Pažymėkime ZA = ZA, = а, ZB = ZB, = В. 


Akivaizdu, jog ZC, = ZC = 180° - а - В = y. 
Tarkime, kad А,В, «АВ, A,C, < AC. Atidėkime trikampio ABC kraštinėse 


AB ir AC taškus В, ir C, taip, kad būtų teisingos lygybės АВ, = A,B,, AC, = АС}, 


AAB,C, = АА,В,С, (pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų). Vadinasi, ZAB,C, = В = 
BC АВ, AC, 


= “АВС, todėl В,С, | BC. Pagal Talio teoremos išvadą ——- BC AB АС 


AAB,C, = AA,B,C, ~ AABC. Požymis įrodytas. 
Analogiškai jrodomi ir kiti du požymiai. 


2) Pagal dvi krastines ir kampq tarp ju. 


AB AC 
AB apo ZA = ZA tài AABC- AABC,. 


3) Pagal tris krastines. 


Jei 
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Trikampių panašumo idėją ir kraštinių ilgių proporcijų sudarymo principą ilius- 
truokime tokiomis schemomis: 


AABC - AA,B,C. 


ААВС > BC _ AC AB 


ХАЕС BC . AC AB, 


Prieš о Prieš B Prieš y 


3. Pavyzdys. Įrodykime apskritimo susikertančiųjų stygų savybę. 
Jei apskritimo stygos АВ ir C kertasi taške K, tai КА · KB = KC · KD. 


Įrodymas 


“ВСР = ВАР = E —BD = c, 
ZCBA = ZCDA = Ac = В (įbrėžtiniai kam- 


pai, kurie remiasi į tą patį lanką), 
todėl AKAD - AKBC. 

АКАР > KD _ AK 

AKBC > BK СК 

prieš ос prieš B 

KD -CK = BK · AK. Tai ir turėjome įrodyti. 

4. Įrodykime Pitagoro teorėmą. 
Stačiojo trikampio įžambinės ilgio kvad- 
ratas lygus statinių ilgių kvadratų sumai. 


Žinoma: ААВС, ZACB = 90°. 
Įrodysime: AB? = СА? + CB. 
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Įrodymas. NubréZkime aukštinę CH 1 АВ. AABC - ABCH (pagal du kampus). 


AABC 51 BC CÁC vs AB 
ABCH > BH СН ВС 
prieš & — prie$ В prieš 90° 

kampa 


Iš čia gauname: BC? = AB - BH. 

Analogiškai iš A4BC - A4CH gautume AC? = AB : AH. Sudéje šias lygybes, 
gauname BC? + АС? = AB(BH + AH) = АВ · AB = АВ?. Teorema įrodyta. 

Teisinga ir Pitagoro teoremai atvirkštinė teorema. 


Teorema. Jei trikampio kraštinės ilgio kvadratas lygus šio trikampio kitų dviejų 
kraštinių ilgių kvadratų sumai, tai trikampis yra statusis. 

5. Bet kokio trikampio pusiáukrastinés kertasi viename taške ir jame dalijasi san- 
tykiu 2 : 1, skaičiuojant nuo viršūnės. 


A 


N 


B M С 
Šį faktą pagrindžiame taip: MN | AC (vidurinė linija), taigi ZMNC = ZNCA, 


1 АС 
KN "MN 2 бэ? 2 
ZNMA = ZMAC, AKMN - AKAC (pagal 2 kampus), V - MN -2 21 todėl 
(Бага BB Лүн дал AB 72 


KC : KN = 2:1. 
Savarankiškai siūlome pagrįsti tokius teiginius. 


Kiekviena trikampio pusiaukraštinė dalija jį į du lygiapločius trikampius. 


С. 
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Kiekvieno trikampio trys pusiaukraštinės, susikirsdamos viename наг dalija 
trikampį į šešis lygiapločius — — 


AN 


6. Įrodykime trikampio kampo pusiaukampinės savybę. 
i „AL cC m b 
Jei ZACL = ZBCL, tai BL CB (: у. 2-5) 


Irodymas 


Pratęsiame kraštinę BC. Рег tašką A brėžiame tiesę AD||CL. CD = CA = b 
(nes ZCDA = ZCAD). 


BA a+b m+n b m 


Pagal Talio teoremą 28 = ——, t. y. + 
BC. BL a n a n 
ir turėjome įrodyti. 
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Pavyzdys. Trikampio kraštinių ilgiai АВ = 6 cm, AC = 8 cm, BC = 7 cm, kampo 
A pusiaukampinė kerta kraštinę BC taške L. Apskaičiuokime atkarpų LB ir LC ilgius. 


Sprendimas A 


B 6x L 8х C 
Atkarpu LB ir LC ilgiai proporcingi AB ir АС ilgiams, todél ra$ome LB -- бх, 
LC = 8x (x — tam tikras skaičius, — proporcingümo koeficientas). 
Kadangi LB + LC = BC, tai бх + 8х = 7, x=: 


LB=6:2=3em, LC-8.5-4cm. 
Atsakymas: LB = 3 cm, LC = 4cm. 
Kad ir koks būtų trikampis, jo trys pusiaukampinės kertasi viename taške (tai 
taškas, vienodai nutolęs nuo visų trikampio kraštinių). Susikirtimo taške kiek- 
: А S END mo CORE qu 
vienos pusiaukampinés ilgis dalijasi santykiu WC AC čia a = BC, b = AC, 
c = AB. 


Si faktą nesunku pagrįsti išanalizavus brėžinį. 


LONE T cx + bx = BC = a, tad хэ-5- 
AK cy b+c 
Kit iaukampinėms analogiškai gautume: n=, CE. € 
oms pusiaukampinėms analogiškai gautume: “55109 KM 24b 
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9.11. TRIKAMPIO KRASTINIU IR KAMPU SARYSIAI 
A 


1. Suformuluokime ir įrodykime sinusų teorėmą. 


Kiekvieno trikampio kraštinių ilgiai proporcingi 
prieš jas esančių kampų sinusams, t. y. 
a b c 


c 2 B 88024 sinZB sinZC 


1 1 
Įrodymas. 5, „вс = 249 sin ZC = 24€ sin ZB, iš čia gauname: 


D МЕ E ç 
sinZB sinZC. d 
bc sin ZA = ac sin ZB, taigi —— 


1 1 
ab sin ZC = acsin ZB, = „bc sin ZA = 2 4с sin ZB, 


b a А 
mB айр Teorema įrodyta. 


2. Kai ZC = 90? (sin ZC = 1), remdamiesi sinusų 


A 
teorema gauname stačiojo trikampio trigonometrinius 
santykius: 
- су: sin ZA =£, 
b c sin ZA c 
: Б 
- =c, t. y. sinZB-cosZA--, 
sin ZB € 
8124 a 
C a B tg ZA- — 
cos ZA b 
A 3. Tarkime, kad R — apie trikampį ABC apibrėž- 


to apskritimo spindulys, ZA = a. Jei O — apskritimo 
centras, tai ZBOC = 20, OB = OC = R. 
Toliau lygiašoniam trikampiui OBC gauname: 
да BC =2Rsin ша =2Rsina, t. y. a = 2R sin ZA. 
Todėl sinusų teoremos sąryšius galima pateikti ir taip: 
DEM. a = 2Rsin ZA, b= 2Rsin ZB, c = 2Rsin ZC. 


Norint apskaičiuoti apie trikampį apibrėžto apskri- 


timo spindulį, reikia žinoti kraštinės ilgį ir prieš ją esantį 
kampą: 
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: - 1 > ls a abc 
4. Į trikampio ploto formulę 5 = 2 bc sin ZA įrašę sinZA- ЭЕ” gauname 5 = IR 
Žinodami trikampio kraštinių ilgius a, b, c, trikampio plotą galime apskaičiuoti 
pagal Негдпо formulę: 5 = Jp(p-a)(p-b)(p-c); čia p= UL — trikampio püs- 
perimetris. 
Toliau žinodami trikampio kraštinių ilgius galime apskaičiuoti spindulį: 


k a-b-c 


к= = == s 
44 pCp - a)K (p - b)(p - c) 


5. Įrodykime kósinusu teorėmą. Trikampio krašti- K 
nės ilgio kvadratas lygus kitų dviejų kraštinių ilgių 
kvadratų sumai minus dviguba tų kraštinių ilgių ir 
kampo tarp jų kosinuso sandauga: Ч 
AB? = СА? + СВ? – 2СА · CB cos ZC, t. у. 
с? = а? + b2—2ab cos ZC. 
С b A 
Irodymas B 
1) Tarkime, kad ZC yra smailusis. Nubrėžiame 
BK L AC, pažymime СК = x, AK = у. Pagal Pitagoro 
teorema c? = h2 + y?, y = b —x, todėl 2 А 
c = h2 + (b-x)?, 
c2 = h2 + b2 — 2bx + x2. 
Kadangi Л? + x? = a2, x = a cos ZC, tai 
€ x K y A 
c? = а? + b? – 2ab cos ZC. + b » 


w 


2) Dabar tarkime, kad ZC yra bukasis. 
cos ZBCK = =: 10461 cos ZC = r x = —a cos ZC. 
Pagal Pitagoro teorema c? = (b + x)? + A, t. y. É 
c2 = b2 + 2bx + x2 + h2. 
Kadangi x? + Л? = а?, x = -a cos “С, tai 
c? = b? + a? - 2ab cos ZC. Y 


"D 


3) Kai ZC = 90°, cos ZC = 0, kosinusų teoremos teiginys virsta savo atskiru 
atveju — Pitagoro teoremos teiginiu c? = a? + b2. 
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Pavyzdys. Trikampio ABC kraštinių ilgiai СА = 2, CB = 3, ZACB — bukasis, 
trikampio plotas 5 = 2,4. Apskaičiuokime trikampio kraštinės AB ilgį. 


Sprendimas. S=Ž-2-3-sin ZC=2,4, todėl sin ZC = 0,8; 


cos? ZC = 1 - 0,82 = 0,36, cos ZC = -0,6 (nes cos ZC < 0). 
Pagal kosinusų teoremą АВ? = 2? + 37-2-2-3-(-0,6) = 202, 


АВ = 420,2 = vA. 
4505 


Atsakymas: гн 


9.12. ĮBRĖŽTINIAI DAUGIAKAMPIAI 


Įbrėžtinio daugiákampio visos viršūnės yra vienodai nutolusios nuo tam tikro 
plokštumos taško (apibrėžtinio apskritimo centro). 

Primename, kad visi taškai, vienodai nutolę nuo atkarpos galų, yra šios atkarpos 
vidurio statmenyje. Tuo grindžiamas teiginys: 


n-kampis A,A,...A, yra įbrėžtinis, jeigu jo visų kraštinių vidurio statmenys kertasi 
viename taške. Šis taškas yra apibrėžtinio apskritimo centras. 
Pavyzdys. Į apskritimą įbrėžtas taisyklingasis dvylikakampis 4,4,4;...A,,, kurio 
trumpiausios įstrižainės ilgis 4,4, = 10 cm. Apskaičiuokime apskritimo ilgį. 


Sprendimas. ZA, A, A, = mM =150°. 


Apskritimas, apibrėžtas apie dvylikakampi, yra ir trikampio 4,4,4, apibrėžtinis 
АА, E 10 
2sinZA,A,A, 258ш 150° 


apskritimas, todėl R = 


=10 cm, L = 2nR = 20r (cm). 
Atsakymas: 201 (cm). 
2. Panagrinėkime įbrėžtinį ketūrkampį. 


Teorema. Jei ABCD yra keturkampis, kurio viršūnės 
tam tikro apskritimo taškai, tai 
ZA + “С = ZB + ZD = 180°. 


Įrodymas. Remiamės įbrėžtinio kampo savybe: 


ZA = — BD (— BD pažymėtas brėžinyje), 


ZG =; — DB (— DB priklauso taškas A). 
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1 1 
Todėl ZA + ZC = 2 (— BD +— DB) = 23 360? = 180°. 
Tada іг ZB + ZD = 360° - (ZA + ZC) = 180°. 
Teisinga ir šiai teoremai atvirkštinė teorema. 
Teorema. Jei iškilojo ketūrkampio ABCD priešingų kampų suma ZA + ZC = 180°, 
tai egzistuoja apskritimas, kuriam priklauso visos keturkampio viršūnės (t. y. apie 
tokį keturkampį galima apibrėžti apskritimą). 


3. Iš šios teoremos išplaukia, kad: 


apie lygiagretainį galima apibrėžti apskritimą tada ir tik tada, kai šis lygiagretainis 
yra stačiakampis. 


Apie trapeciją galima apibrėžti apskritimą 
tada ir tik tada, kai ši trapecija lygiašonė. 


Pavyzdys. Į apskritimą įbrėžta trapecija, 
kurios ilgesniojo pagrindo ilgis AD = 8 cm, 
“САР = 20°, ZBAC = 50° (žr. brėžinį). 
Apskaičiuokime lanko CD ilgį. 


Sprendimas. Kadangi į apskritimą įb- 


rėžta trapecija yra lygiašonė, tai 
ZADC = ZDAB = 50? + 20? = 70°. 
Kadangi ZADC + “САР = 70? + 20? = 90°, tai AACD statusis. Apskritimo, 
apibrėžto apie trapeciją ABCD, taigi ir apie statųjį trikampį ACD, centras yra šio 


trikampio įžambinės AD vidurio taškas. Todėl apskritimo spindulys R -2 =4cm 


x AD 
alima gauti ir pagal formulę R = —————— |. 
Gi galima g pag e ҮС A] 


Todėl CD = E 


"E Gag =~ CD = 20“. 
п:4:20° 4m 


Gauname: CD = =— 
180° 9 


(ст). 


Atsakymas: ČD= E (cm). 
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9.13. APIBRĖŽTINIAI DAUGIAKAMPIAI 


Teorinės žinios 


Apibrėžtinio daugiakampio visos kraštinės pri- 
klauso tiesėms, vienodai nutolusioms nuo tam tik- 
ro plokštumos taško (įbrėžtinio apskritimo centro) 
(žr. brėžinį). 

Nagrinėjame trikampius ОА,А,, ОА,А,, ..., 


ОА,А,. Jų plotai lygūs ЗАА, sF; ZAAT i 


„44 -r, todėl apie spindulio r apskritimą api- 


brėžto daugiakampio plotas 


1 
$ = 2044, TAA, +... + А,А,) r, arba 


[S = mj; čia p — daugiakampio pūsperimetris. 


2. Visi taškai, vienodai nutolę nuo kampo kraštinių, yra šio kampo pusiaukam- 
pinėje (arba jos tęsinyje). Tuo grindžiamas teiginys: 


n-kampis 4,A,A,...A, уга apibrėžtinis (t. y. į jį galima įbrėžti apskritimą), jeigu 
visų jo kampų pusiaukampinės kertasi viename taške. Šis taškas yra į n-kampį 
įbrėžto apskritimo centras. 


3. Prisiminkime vieną liestinių savybę. 

Tarkime, kad А — taškas, esantis apskri- 
timo išorėje. Jei iš taško A nubrėžtos dvi šio ap- 
skritimo liestinės, tai jų atkarpos AL ir AM iki 
lietimosi taškų L ir M yra lygios. 


Įrodymas. AL 1 OL, AM L ОМ (liestinė 
statmena spinduliui, nubrėžtam į lietimosi tašką). 

AOLA = AOAM pagal įžambinę ir statinį 
(OA — bendra įžambinė, OL = OM = r). Todėl 
AL = AM. 

Pateikiame dar vieną šios savybės iliustra- 
ciją. 

Jei LM, KP ir DN liečia du apskritimus, kaip 
parodyta brėžinyje, gauname 6 lygias atkarpas: 
KL = KM = KE = PE = PD = PN. 

Pagrįskite šį teiginį savarankiškai. 
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4. Teorema. Jei keturkampis ABCD yra apibrėžtinis, t. y. apibrėžtas apie tam tikrą 
apskritimą, tai AB + CD = BC + AD (priešingų kraštinių ilgių sumos lygios). 


Įrodymas 


Lietimosi taškus pažymime K, L, M, N. Kadangi KA = AN = х, BK = BL = y, 
CL = СМ =z, DM = DN = t, tai 
AD +BC=x+t+y+z=x+y+z+t=AB CD. 
Teisinga ir šiai teoremai atvirkštinė teorema. 
Jei keturkampio ABCD priešingų kraštinių ilgių sumos lygios, t. y. AB + CD = 
= BC + AD, tai į šį keturkampį galima įbrėžti apskritimą. 


1 išvada. Keturkampio, apibrėžto apie spindulio r apskritimą, plotas lygus S = pr; čia 
p=AB + CD =BC + AD. 


2 išvada. Į lygiagretainį galima įbrėžti apskritimą tik tada, kai šis lygiagretainis yra 


rombas. Apskritimo centras yra rombo įstrižainių sankirtos taškas, apskritimo 
skersmens ilgis 27 lygus šio rombo aukštinės ilgiui. 


9.14. PLOKŠTUMOS ҮЕКТОВІА. 
JŲ SUDĖTIS IR DAUGYBA IŠ SKAIČIAUS 


iumi vadinam E atkarp. kurioje : nurodyta kryptis. 
Pasyzdys. ABCD — lonametatnis. Bine pavaiz- B 


duoti vektoriai AB, AD, DC, CB. 
Véktoriaus AB ilgiü yra vadinamas atkarpos AB ilgis. 


Jj Zymime |AB| (arba tiesiog AB). 4 р 


Du vektoriai vadinami lygiais, jei vienodi jų ilgiai ir kryptys. 
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Išnagrinėtame pavyzdyje AB - DC. 
Du vektoriai vadinami vienas kitam priešingais, jei jie yra vienodo ilgio, tačiau 
priešingų krypčių. Išnagrinėtame pavyzdyje tai vektoriai AD ir CB. Rašome: 
AD = -CB. 
2. Vektorių galima žymėti ne tik dviem didžiosiomis raidėmis (nurodant pradžios 
ir galo tašką), bet ir viena mažąja raide. 


Pavyzdys. Jeigu MK =й, NL =b, tai а= b (įrodykite). 


B K С 
М, 
А L 
N 
D 


3. Véktoriai (vektoriniai dydžiai) yra nepaprastai reikšmingi gamtos moksluose. 


Pavyzdys. Poslinkis judant iš vietovės A į vietovę B. 
"od B 
A 


Pavyzdys. Kūną K veikia dvi jėgos: f ir f. 


Л, 
5 5 
h 


4. Vèktorių sudétis. Tarkime, jog tam tikras automobilis pajudėjo pirma iš 


vietovės A į vietovę B, vėliau iš vietovės B į vietovę C. 
B 


A 
С 


Brėžinyje minėti poslinkiai pavaizduoti vektoriais АВ ir BC. Tačiau galutinis 
rezultatas — poslinkis iš taško А į tašką С (t. y. AC). Tai ir yra vėktorių 


AB ir BC suma. Rašome: 
AC = AB+ BC. 


Beje, čia vektorius sudėjome pagal trikampio taisyklę. 
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Pavyzdys. ABCD — lygiagretainis. Raskime vektorių AD ir CD sumą. 


4 B 


Kadangi CD = BA, tai CD+ AD = BA+ AD = BD. 
Bendresnė yra vėktorių sudétiés daugiakampio taisyklė: 


AA, +44 + АА, +... + A,,A, = АА. 


Du vektorius galima sudėti pagal lygiagretainio taisyklę. Ji atsispindi brėžinyje: 


Si 


a 
Fizikinė prasmė. Tašką A veikia dvi jėgos 2 ir b. Jų veikimo rezultatas (jėgų 
atstojamoji) yra jėga f=ū+b. 
5. Vektorių atimtis. 
Kad iš vektoriaus 4 atimtume аи Б, turime prie vektoriaus 2 pridėti; vek- 


toriui b priešingą vektorių, t. y. 2 -b- ū+(-b). 


Pavyzdžiai: 1) AB-CB= AB+ BC = AC; 
2) AB- КМ -MB = AB- МК + ВМ = AB+ ВМ + МК = AK. 


Nulinį vektorių gauname sudėję vienas kitam priešingus vektorius: 


7. Vektoriaus daugyba iš skaičiaus. 
Vėktoriaus á ir teigiamojo skaičiaus a. > 0 sandauga yra vektorius o, kurio 
kryptis sutampa su vektoriaus à kryptimi, o ilgis (04-01. 


Vėktoriaus 4 ir neigiamojo skaičiaus œ < 0 sandauga yra vektorius оа, kurio 
kryptis priešinga vektoriaus 2 krypčiai, o ilgis || = |o|-ū. 
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Pavyzdys. с=с rente > AB =3AC. 
7 Y Pavyzdys. KLMN — trapecija, kurios ilgesniojo pagrindo 
ilgis 2 kartus didesnis už trumpesniojo pagrindo ilgį. Tada: 
1) KN - -2ML; 
E b 2) NM - ML« LK = NK -2ML. 


Ankstesniojo pavyzdžio vektoriai KN ir ML yra kolinearieji, o vektoriai LK ir 
NM néra kolinearieji. 


Du nenüliniai vektoriai d ir b yra kolinearieji tik tada, kai egzistuoja toks skai- 
čius 0. + 0, su kuriuo b = aa. 


C Pavyzdys. MN yra trikampio ABC vidurinė linija. 
Vektoriai BA ir MN yra kolinearieji. Jiems teisinga lygybė 
BA=-2MN. 
MJ N 
9. Veiksmų su vektoriais savybės. 
Kad ir kokie būtų vektoriai à,b,c ir realieji skaičiai а, p: 
17, 4-5-5-4, 3". o(à « b) - o - ob; 


2". -(Б-2)-(8-5)-8: | 4". (0+В)а = od pa. 


N 10. Bet kurį plokštumos vektorių galima išreikšti dviem 
nekolineariaisiais vėktoriais: С = 02 +B b, beje, vieninteliu būdu. 
ај р Pavyzdys. M — trikampio ABC kraštinės АВ vidurio 
taškas, CA= ū; CB= b. 
Išreikškime šiais vektoriais: 
A B a) vektorių AB; b) vektorių CM. 
^ a) „Apeiname“ kraštinėmis AC ir CB, judėdami iš taško A 
b į tašką B: 
AB = AC+CB=-CA+CB=-ū+b=b-ū. 
+ 2 b) UM EDI edo 5554 x 
K B 


Pavyzdys. AABC — lygiakraštis. Kampas tarp vektorių 


AB ir АС 60°, o kampas tarp vektorių AC ir CB yra ZCAK = 
4 à = 120? (nes AK = СВ). 
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9.15. TRAPECIJOS VIDURINĖ LINIJA 


Trapecijos ABCD, kurios pagrindai AD ir BC, šoninių kraštinių AB ir CD vidurio 
taškus M ir N (MA = MB, NC = ND) jungianti atkarpa MN yra vadinama trapėcijos 
vidurinė linija. 

Teorema. Trapecijos vidurinė linija yra lygiagreti su trapecijos pagrindais. Jos ilgis 
lygus trapecijos pagrindų ilgių sumos pusei. 

B С Zinoma: МА = MB, NC = ND. Irodysime: MN || AD, 
N- ¿(ap + BO). 


Įrodymas. Vektoriai AD ir BC vienakrypčiai, be to, 


4 b MN =MA+ Ар+ DN, MN = MB + BC «CN. 


Sudėję šias lygybes ir atsižvelgę į tai, jog MA+ MB = О, DN «CN = O, gauname: 
2MN = AD + BC. Kadangi vienakrypčių vektorių sumos ilgis lygus vektorių ilgių sumai, 
kitaip tariant, |AD+ BC|- AD + BC, tai 2MN = AD + BC, MN = 2(4р+ ВС). Iš ly- 
gybés 2MN = AD + ВС іг iš vektorių AD ir BC kolinearūmo (BC = «АР) išplaukia, 
kad MN =Ž(1+0)AD, t. y. vektoriai MN ir AD yra kolinearieji (MN || AD). Teore- 


ma įrodyta. 


9.16. VEKTORIŲ SKALIARINĖ DAUGYBA 


i A e = 20) 
ei npa arp vektorių smailusis, skaliarinė sandauga yra teigiamasis skaičius 
(nes cos ọ > 0). 
Jei kampas tarp vektorių bukasis, skaliarinė sandauga yra neigiamasis skaičius 
(nes cos p < 0). 


Jei 5-0, tai ф = 0°, cos @ = 1 ir tada 22 -áá = 
rinis kvadratas lygus šio vektoriaus ilgio kvadratui. 

Jei kampas tarp vektorių 8 ir b lygus 90°, t. y. jei vektoriai yra vienas kitam 
statmeni, tai cos ọ = 0 ir ab = 0. 

2. Skaliarinės daugybos savybės: 


17, ūb=bū. 2”. (aā):5=a-āb. — 3". ā(b+ē)=āb+āč. 


„t. y. vektoriaus а skalia- 


189 


190 | ХІ klasė 


Pavyzdys. Trikampio KLM kraštinių ilgiai KM = 4, ML = 6, 
ZKML = 60*, MK =ū, ML=b, KL =č. 
Raskime: a) 85: b) йс. 


a) ab -18| |b|cos60° 4,8: eT. 
2 


b) Kadangi č = KL = КМ-МГ.--МК-МГ, tai б=Б-й. 
Todėl 2с =ū(b-ū)=ūb-ū". 

Kadangi ab =12, ū* =|ū| =16, tai 22 =12-16=-4. 
Atsakymas: а) 45-12: b) ác = 4. 


K c L 


Pavyzdys. Įrodykime, kad rombo įstrižainės yra viena kitai statmenos. 
(е Įrodymas. ABCD — rombas, АВ = b, AD =а. 
Kadangi BD=-b+d=d-b, АС-5-4, tai 
BD. AC =(d-b)(d+b)=d?-b?. 
Kadangi d? = К =|b 
t. y. BD 1 AC. Teiginys įrodytas. 


b 


„tai BD- AC = 0, 


2 
, 


4-р 


B 
4 7 D 
3. Įrodykime svarbią lygiagretainio savybę. 
Teorema. Lygiagretainio ABCD įstrižainių ilgių kvadratų suma lygi visų jo kraštinių 
ilgių kvadratų sumai. 


Žinoma: ABCD — lygiagretainis. Įrodysime: AC? + BD? = 2(AB? + AD?). 


3 ç Įrodymas. AC = AB + AD, BD = AD — AB, todėl 
N AC! = АС = АВ +AD +2АВ. АР, 
ВІ? = Вб’ = Ар «AB -2AB- AD. 
А D Sudėję šias lygybes ir atsižvelgę į tai, kad 


АВ = AB2, AD = AD", gauname: АС? + BD? = 2(AB? + AD?). Teorema įrodyta. 

Pavyzdys. Trikampio ABC kraštinių ilgiai BC = a, AC = b, АВ = c. Apskai- 
čiuokime pusiaukraštinių ilgius. 

Sprendimas. Nubrėžiame CD|AB, BD| AC. Gauto 
lygiagretainio gretimų kraštinių ilgiai АВ = c, AC = b, 
įstrižainių ilgiai BC = a, AD = 2m,; čia m, — pusiau- 
kraštinės AM ilgis. Pagal anksčiau įrodytą lygiagretai- 
nio savybę (2 ,) + a? = 2(b? + c?), t. y. 


AM = т, = ERES +с?)-а?. 
Kitų dviejų trikampio pusiaukraštinių ilgiai BN = m, = 24р +с?2)–Ь?, 


СК = т, = +62) –с?. 
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Pavyzdys. Tarkime, kad ABCD — trapecija, kurios d 


pagrindai AD ir BC. 
Įrodykime lygybę 
АС? + BD? = AB? + CD? + 2AD · BC. 


Įrodymas. AC = AB+BC, BD= BC+CD, todėl 
AC! = АС - (AB ВС) = AB + ВС? « 2AB- BC, 
BD? = BD" = (BC+ CD} = BC +CD «2BC-CD. 
Sudéje šias lygybes gauname: AC? + BD? = AB +CD +2BC (BC + AB +CD). 


ВС. AD = ВС. А” ·соѕ0° = ВС. AD, tai AC? + BD? = АВ? + CD? + 2 AD : BC; šitai 
ir turėjome įrodyti. 


9.17. VEKTORIAUS KOORDINATĖS 


1. Vektorių 2, kurio pradžia sutampa su koordinačių pradžios ” А65) 
tašku, о galo koordinatės уга A(x; у), žymime à = (x; у). 


Tada x ir у reikšmės уга vadinamos véktoriaus à koordinatėmis. 


о х 


Jei vektoriaus AB pradžios koordinatės A(x,; y,), galo koordinatės В(х,; у,), tada 
AB = ОВ-ОА = (Х,-3,) y, yı), t. у. norint surasti vektoriaus koordinatės, reikia 
iš jo galo koordinačių atimti atitinkamas jo pradžios koordinates. 

Pavyzdys (žr. brėžinį) 

AB - (5-1; 6-3)=(4; 3), 

AC 2 (5-1; 2-3) - (4; -1). 

Jei à- (x; у), b - (x; y2), tai: 

1) kai 4-5, x, = x, y, = ys 

2) à£b- (x £ хо y, £y); 

3) ad = (ax; ay). 


2. Dviejų kolineariųjų vektorių atitinkamos koordinatės yra proporcingos. 
Iš tikrųjų, jei vektoriai d ir b kolinearieji, tai yra toks realusis skaičius о, su kuriuo 


b - ad, todėl É = 
У = OJ. 
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Pavyzdys. Vektoriai т = (2, —3) іг п=(8; —12) yra kolinearieji, nes й =4m. 
Vektoriai р = (2; 1) ir g=(4; 4) nėra kolinearieji, nes 2:4#1:4. 


Vienetinį vektorių, nukreiptą x ašies kryptimi, žymime i, 
o vienetinį vektorių, nukreiptą y ašies kryptimi, — j. 

i irj vadinami báziniais vėktoriais. 

Beje, i = (1; 0), j - (0; 1). Jei а = (x; y), tai vektoriaus d iš- 
raiška baziniais vektoriais à = (x; y) =x: (1; 0) + y : (0; 1) = xi + yj. 


Pavyzdys. K(2; 5), M(3; 8). Raskime vektoriaus KM išraišką Бага vektoriais: 
KM - (3-2; 8-5)- (1; 3) =i +3]. 


4. Tarkime, kad M — atkarpos AB vidurio taškas, A (x4; y4), 
В(х»; Уһ). 
Raskime atkarpos vidurio ta$ko M koordinates. 


o qe P == 
ОМ =>(04+0B), ОА-(х,у,), ОВ = (xp; ув), todėl 


Oni - (3475s; nin) 


2 2 


5. Jeigu à = (ху; yı), b = (х, y), tai šių vektorių skaliarinė sandauga 
ūb = Qui + yji + yj) = dat i) xy, G D*xxG i) +y (J j). 
Kadangi i j=ji=0 (nes i Lj), ii =j j =1 (nes Д = H =1), tai vektoriu ska- 


liariné sandauga 
ab = ZA, TY V 


Iš to gauname, jog vektoriaus 2 = (х, у) skaliarinis kvadratas 22 = x; + y. 
Todėl vektoriaus ilgis 
|а 


Kampo tarp vektorių kosinusas 


II 
R 


oa 46190519739 


cosq = 
ЯН” 4» Ч kyšo 


Dviejų vektorių statmenumo sąlyga 
db = ху, t yy, = 0. 


Pavyzdys. Vektoriai à = (—2; 6) ir b = (3; 1) yra vienas kitam statmeni, nes 
ūb=-2-3+6-1=-6+6=0. 
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Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Suformuluokite Jums žinomas planimetrijos aksiomas. 
2. Tarkime, kad MA = MB, NA = NB, N € AB. Kam lygus kampas tarp tiesių 
AB ir MN? 
3. Kas yra trikampio aukštinės? 
4. Išvardykite Jums žinomas trikampio pusiaukraštinių savybes. 
5. Yra žinomi trikampio trijų kraštinių ilgiai. Pagal kokią formulę skaičiuojame 
trikampio plotą? 
6. Užrašykite kosinusų teoremą. Kokia žinoma teorema ji pavirsta, kai ZC = 90?? 
7. Trikampio ABC kampas A lygus Ф, BC = 8 sin 6. Kam lygus apie trikampį 
apibrėžto apskritimo ilgis? 
8. Kokį keturkampį vadiname įbrėžtiniu? Kam lygi įbrėžtinio keturkampio prie- 
šingų kampų suma? 
9. Kokį keturkampį vadiname apibrėžtiniu? Kokią žinote apibrėžtinio ketur- 
kampio kraštinių savybę? 
10. Ar galima apibrėžti apskritimą apie: a) stačiakampį; b) rombą, kuris nėra 
kvadratas; c) stačiąją trapeciją? Atsakymą pagrįskite. 
11. Apie apskritimą apibrėžta trapecija. Jos šoninių kraštinių ilgiai 4 cm ir 6 cm. 
Kam lygūs šios trapecijos: a) perimetras; b) vidurinė linija? 
12. Ką vadiname vektoriumi? 
13. Paaiškinkite dviejų vektorių sudėties lygiagretainio taisyklę. 
14. Išvardykite Jums žinomas vektorių skaliarinės daugybos savybes. 
15. Kokie vektoriai vadinami kolineariaisiais? 
16. АВ = 2. Kam lygi skaliarinė sandauga: 
а) АВ. AB; b) ВА. AB? 


17. Kurie iš pateiktų vektorių yra vienetiniai: 


a) а= 0:15 в) 6 (3:5): o ё=@ -D; 4)1-7-05-1) 
18. Kaip nustatomos: 


245 
a) vektoriaus KM koordinatės, turint taškų K ir M koordinates; 

b) atkarpos KL koordinatės, turint taškų K ir L koordinates? 

19. Žinomi vektoriai 2 = (x; y) ir b = (u; v). Užrašykite šių vektorių: 
a) kolinearumo sąlygą; b) statmenumo sąlygą. 
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Orientaciniai uždaviniai 


1. Apskaičiuokite brėžinyje pažymėtos figūros plotą: 
a) kai MA = MB, NB = NC, b) kai ABCD — stačiakampis, 
5 авс = 24 сш; МА = MB = 3, NA = ND = 5. 


С 


А М B 


2. ABCD — lygiagretainis, kurio kraštinių ilgiai AB = 6, AD = 14, įstrižainės 
BD ilgis lygus 12. Apskaičiuokite: 

a) lygiagretainio plotą; 

b) įstrižainės AC ilgį; 

c) atkarpų PC ir KD ilgius, jeigu kampo DAB pusiaukampinė kerta kraštinę BC 
taške P, o įstrižainę BD taške K. 

3. ABC — statusis trikampis (ZC = 90°), AB = 20 cm, AC = 12 cm. Apskai- 
čiuokite: 

a) apie trikampį apibrėžto skritulio plotą; 

b) į trikampį įbrėžto apskritimo ilgį; 

c) atkarpų CL ir BL, į kurias kampo BAC pusiaukampinė dalija statinį BC, 
ilgius. 

4. Trikampio ABC aukštinė BH dalija kraštinę AC santykiu АН: HC — 1 : 3, 
4ВСН = 30°. Įrodykite, kad trikampis ABC yra statusis. 

5. Trikampio ABC kraštinių ilgiai AB = 6 cm, AC = 10 cm, ZA = 120°. Raskite: 

a) trikampio perimetrą; 

b) trikampio plotą; 

c) atstumą nuo taško A iki tiesės BC. 

6. Stačiakampio įstrižainės ilgis 10 cm, kampas tarp įstrižainių 30°. Raskite 
stačiakampio plotą. 

7. Lygiašonės trapecijos ABCD įstrižainė AC, kurios ilgis 8, yra statmena šoninei 
kraštinei CD, kurios ilgis lygus 6. Apskaičiuokite apie trapeciją apibrėžto skritulio 
plotą. 

8. Apie apskritimą apibrėžta lygiašonė trapecija, kurios šoninės kraštinės ilgis 
6 cm, aukštinės ilgis 4 cm. Apskaičiuokite trapecijos plotą. 

9. Apie apskritimą apibrėžta lygiašonė trapecija, kurios pagrindų ilgiai 8 cm ir 
2 cm. Apskaičiuokite apskritimo ilgį. 
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10. Apskaičiuokite ilgį apskritimo, apibrėžto apie taisyklingąjį šešiakampį, kurio 
perimetras 54 cm. 

11. Trapecijos pagrindų ilgiai a ir b. Raskite ilgį atkarpos, einančios per trape- 
cijos įstrižainių sankirtos tašką lygiagrečiai su pagrindais. 

12. Trikampio kraštinių ilgiai 6 cm, 8 cm, 12 cm. Raskite trumpiausios pusiau- 
kraštinės ilgį. 

13. Trikampio pusiaukraštinių ilgiai AM = BN = 7,5, CK = 12. Apskaičiuokite 
trikampio plotą. 

14. Stačiojo trikampio KLM statinių ilgiai KL = 9, KM = 12. Raskite: 

a) |LM|; b) |LM +MK|; c) |KL|+|MK|: d) [КГ + KM). 


15. ABCD — stačiakampis, АВ = Б, Ар = й. Vektoriais Б ir d išreikškite: 

a) vektorių AC; b) vektorių BD; 

c) vektorių KB, jei Ke AC, AK:KC = 1:2. 

16. Brėžinyje pavaizduota trapecija, kurios pagrindų ilgių 
santykis lygus 2. Išreikškite vektorių X vektoriais d ir b. 

17. Stačiojo trikampio ABC (ZC = 90?) kraštinės 

€4=3, "CHeb,'-B4ss, | -3. 

Raskite: a) аЬ; b) ac. 

18. Trikampio ABC kraštinių ilgiai AC =24/3, BC = x, ZACB = 30°. Vektoriai 
4-СА, b -CB. 

a) Raskite áb. 


b) Vektorių AB išreikškite vektoriais d ir b. 


= 
чу 


== 
a 


c) Tarkime, M — kraštinės BC vidurio taškas. Vektorių AM išreikškite vektoriais 
а ir b. 

d) Su kokia x reikšme AM L BC? 

19*. Lygiašonio trikampio ABC (CA = CB) ZC = 30°. Raskite kampo tarp pusiau- 
kraštinių AM ir BN kosinusą. 

20. |2|-2: 


7 =3, kampas tarp vektorių d ir b lygus 609. Raskite: 
а) áb; b) mi, kai m=ū-b, ñ= á +2b. 
21. |ū|= V3, [2 = 4, kampas tarp d ir b lygus 30°. Raskite vektoriaus à —2b ilgį. 


22. Lygiagretainio kraštinių ilgiai 2 ir /2, smailusis kampas 45°. Raskite kampo 


tarp lygiagretainio įstrižainių kosinusą. 
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^ 23*. ABCD — i&kilàsis ketūrkampis, M ir N — jo įstri- 
žainių AC ir BD vidurio taškai, 2 = AB, b = DC. 
8-5 


a) Įrodykite, kad MN = H 
b) Raskite kampą tarp vektorių 2 ir b, kai MN 1 a, 
la|- 3. [P|- 6. 
24*. ABDC — stačioji trapecija (žr. brėžinį), BÀ = a, 
BD=d, АС-24, DT:TA=1:2. 
a) Įrodykite, kad DC = á+4. 


F] š b) Išreikškite vektoriu TC vektoriais 814. 
i Raskite 22, kai TO LAD 
c) Raskite Bp’ kai i 
2 а 2 25. Vienetinio apskritimo centras — koordinačių pradžios 


taškas, apskritimo pirmojo ketvirčio taškai A: n) E 3 

a) Apskaičiuokite y, ir y,. 

b) Raskite ZAOB. 

26. Vektoriaus à — (x; 2) ilgis lygus 45. Raskite x, jei Zinoma, kad vektorius su 
Ox ašimi sudaro bukąjį kampą. 

27. Su kokiomis x reikšmėmis vektorius 2 = (х; 43) su Oy ašimi sudaro 30° 
kampą? 

B M c 28*. M ir N yra iškilojo keturkampio ABCD kraštinių 

BC ir CD vidurio taškai, АВ-а, AD=d. 


a) Įrodykite, kad MN = EC -à). 


b) Raskite vektoriaus d koordinates, kai à —(2; 1), 


[uv - 320 


„kampas tarp vektoriaus d ir Ox ašies 


29*. M ir N — iškilojo keturkampio ABCD kraštinių 
AD ir BC vidurio taškai, AB=b, DC =č. 


a) Įrodykite, kad MN =P > I 


b) Raskite kampa tarp vektoriu MN ir b, kai [2 = 45, 


|| зир E. 
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Pasitikrinkite 
B 


1. Trikampio ABC aukštinė BH dalija kraštinę 


2 
АС į nelygias dalis x # y, kurių santykis ST (Zr. a Š 
y 
brėžinį). 
Įrodykime, kad trikampis ABC yra statusis. A x H y С 


Sprendimas. Pažymime ВН = h. Pagal Pitagoro teorema AABH: а? = x? + h?, 
ACBH: b? = y? + h?. Todėl à-x? = b? - y?. 


Kadangi b’ = a° 4, tai a! x =a 3 2 t y. а?х — x? = а?у -xy*. 


Iš čia gauname: a?*(x - y) = x(x? -y?), t. y. a (x — y) = x(x - y)(x + y). 

Padaliję abi lygybės puses i$ x-y + 0, gauname а? = x(x + у). Tada 
p! = 2 = y(x+ у). 

X 

Kraštinių a ir b ilgių kvadratų suma а? + b? = x(x + y) + y x + y) = (х + yy = AC 
lygi trečiosios kraštinės ilgio kvadratui. 

Pagal teoremą, atvirkštinę Pitagoro teoremai, ААВС yra statusis. 


2. Trikampio ABC aukštinė CH dalija kraštinę AB san- Á 
tykiu AH: HB = 1:3, ZA = 60°. Įrodykime, kad trikam- 
pis yra statusis. 
BFE m 


Sprendimas. AACH: tg 60? B todėl h = x tg 60° = x43. 
X 


h x43 48 
H: =— =— =, ty. ZB = 30°. 
ABCH: tg ZB =—=— =s, t. y. ZB 30 


Kadangi trikampio dviejų kampų suma ZA + ZB = 60? + 30? = 90°, tai 
AABC yra statusis. 

3. Lygiašonės trapecijos ilgesniojo pagrindo ilgis AD = 8 cm, šoninės kraštinės 
ilgis АВ = 5 cm, ZA = 60°. Apskaičiuokime trapecijos: 

a) vidurinės linijos ilgį; 

b) plotą; 

c) apibrėžtinio apskritimo ilgį; 

d) ar galima į šią trapeciją įbrėžti apskritimą? Atsakymą pagrįsime. 


Sprendimas. a) Nubrėžkime trapecijos aukštinę BH. 
Tada AH = AB cos 60? =5:7=2,5cm, 
BC = AD - 2АН = 3 cm. 
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b) Trapecijos aukštinės ilgis л = ВН = AB - sin 60° =5- 2 = ын 
Plotas 5 = m P ELEM m. 
c) M trikampį ABD. Pagal kosinusų 
teoremą 


BD? = AB? + AD? -2AB · AD cos ZA, t. у. 
1 
ВР? = 5 + 8-2-5-8- > = 49, BD = 7 cm. 
Apie trapecija ABCD apibrėžto apskritimo spindulį 
randame kaip AABD apibrėžtinio apskritimo spindulį: 


BD 7 7.3 
=——=— cm. 


“28824 2sin6“ 3 
28 € 


d) AB + CD = 10 cm; AD + BC = 11 cm. 
Kadangi AB + CD + AD + BC, tai įbrėžti apskritimo į Яа trapeciją negalima. 


Atsakymai: a) 5,5 cm; b) —— 5943 om 510) ^ у) A om; d) negalima. 


Apskritimo ilgis L = 27К = 


4. Rombo — ilgių santykis 1:2. Apskaičiuo- 


B 
i7 kime rombo kampo sinusą. 
y Sprendimas. Pažymėkime OD = x; OA = 2x. 
4 p AAOD: AD? = (2х)? +x = 5⁄2; AD = x5. 
B c 
lh 


Rombo aukštinės ilgis BH =—2#©=-= eu ci = E xL 


ААВН: sinZ4=— = :Х45--. 
АВ 5 5 


4 
Atsakymas: 5 


5. Apie lygiakraštį trikampį apibrėžto skritulio plotas 9л (cm?). Apskaičiuokime: 
a) trikampio plotą; b) į trikampį įbrėžto apskritimo ilgį. 

Sprendimas. a) nR? = 9r, todėl R = 3 cm. 

Apibrėžto apie lygiakraštį trikampį apskritimo spindulys R = TX UE 
čia a — trikampio kraštinės ilgis. Todėl а = R3 = 34/3 cm. 


ad. (558) 48 


1 
Trikampio plotas $ = —а -a-sin 60°, t. у. 5 = 2 
rikampio plotas 29 а y 1 1 
Atsakymas: ži 


cm 


26 on 
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3a 943 


b) Trikampio pusperimetris p uod uu todėl jbréZtinio apskritimo spin- 


SUNSMS.2 3 
dulys r 2—2 ———.——--cm. 
pond 8432 
Apskritimo ilgis L = 2nr = Зл (cm). 
Atsakymas: Зл (cm). 
6*. Raskime ilgį atkarpos, lygiagrečios su trapecijos pagrindais, kuri dalija trape- 
ciją į dvi lygiaplotes trapecijas. Trapecijos pagrindų ilgiai a ir b. 
Sprendimas. Pratęsę šonines kraštines AB ir DC iki jų sankirtos taško K, gau- 
name panašiuosius trikampius ABCK ~ APLK ~ AADK. 
Pažymime: $,,5 = Spgc; = S, Sapck = 9, K 


BCK -APLK, todėl o CL 
A -А , tode S+S, P , 
.. 25-85 E 

AADK -APLK, todėl “сү s P: А 4 


Sudėję gautas lygybes turime: S+S, r“ ty; 
2 2 
asb a 2. 
n 4 р 
а? +b’ 


Atsakymas: /- 2 


75. Trikampio ABC kampo C pusiaukampinė CL dalija 
kraštinę АВ į dvi atkarpas, kurių ilgiai AL = m, BL = n, 
trikampio ABC kraštinių ilgiai CB = a ir CA = b. Įrody- 
kime, kad pusiaukampinės ilgis CL = Jab - mn. 


5 

а 
B 
n 

L 
b 


C A 


Sprendimas. Apibrėžiame apie trikampį apskritimą ir pusiaukampinę CL 
pratęsiame. Pusiaukampinės tęsinio ir apskritimo sankirtos tašką pažymime D. 
ZBDC = ZBAC (įbrėžtiniai kampai, kurie remiasi į tą patį lanką — BC). 
Todėl ЛАСІ, ~ ABCD (pagal 2 kampus). 
AACL > AL CI. AC 


ABCD > BD BC CD' 
prieš & prieš B prieš y 
Iš šių lygybių gauname: CL : CD = AC: BC, t. у. 
CL(CL + LD) = AC: BC, СІ? + CL: LD = АС · ВС. 
Kadangi CL : LD = LA - LB (susikertančiųjų stygų 
savybė), tai CL? + LA- LB = AC : BC, t. y. 
CL? = AC: BC - LA: LB = ab - mn; šitą ir turėjome 
įrodyti. 
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А 8. AABC — lygiakrastis, jo perimetras lygus 12. Raskime 
Siuos vektorius bei ju ilgius: 
/ x a) AB - CB; 
b) € 


c) 2 AB-7 AC. 


Sprendimas 
a) AB- CB = AB + BC = AC. 
Sio vektoriaus ilgis [4c] = AC =4. 


b) Papilde trikampi ABC iki lygiagretainio (šiuo atveju tai 
rombas), vektorius AB ir AC sudedame pagal lygiagretainio tai- 
sykle: AB + AC = АА, 

sQ Jo ilgį randame pritaike ААА,В kosinusų teorema: 

АА} = 4+47-2-4-4 - cos 120° = 48; 

|AB+ AC| - |АА |= /48 =443. 
A 


= 
a 


G 


4 c) 248-24С-2С44238- МА- AN = MN; 
čia M ir N — kraštinių AC ir AB vidurio taškai. 
7 Y Taigi MN nukreiptas trikampio vidurine linija. Jo ilgis 
į 
1 ` [MN|- = BC -2. 
D 


9. ABCD — stačioji trapecija, kurios pagrindų ilgių santykis 
AB: CD =1:2, M ir N — pagrindų vidurio taškai (žr. brėžinį). 
BA=ū, BC =č. Vektoriais ū ir € išreikškime: 


4 N a) AD; b) MN; c) PD; čia P — įstrižainės AC vidurio taškas. 


» Sprendimas 
M — — 
С a)ėKadangi vektoriai ВА ir CD уга tos pačios krypties ir 


CD = 2AB, tai CD = 2ВА = 24. 


P : Todėl AD - AB BC - CD - -à 64 2à- ác. 
b) MN = MB «BC «CN - -BM «6 «CN - 67 2-84 = V, 
c) Kadangi PC- 7 AC - 7 (AB« BC) - Cá 6), tai 
PD- PC «CD - (a+) + 28 = 5727 
Atsakymai: a) AD = á +€; b) MN = 205. c) Pp- 
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10. ABCD — lygiagretainis, kurio kraštinių ilgiai 8 С 
АВ = 242; AD = 4, smailusis kampas 45°, AB = b, £ 
AD - d. Raskime: ЕЯ 
4 7 D 


a) skaliarinę sandaugą bd; 
b) skaliarines sandaugas AC-d ir AC. BD. 
Sprendimas 


a) 64-18 Дсовф-242-4-сов 45° 234 dog 


Atsakymas: БА =8. 
b) Kadangi AC= AD+ AB=d+b, tai 


ЯС.4-(4-5)4-4:-54-| -54-4 «8-24. & 
Kadangi BD = ВА+ AD = -b * d 2 d — b, tai 
AC BD - (d «by -b)- d -b? =|d| -|b| - – (0242) -16-8-8. 
Atsakymas: AC -4-24: АС. ВР = 8. 
11. Vektorių 2 ir b ilgiai |ū|=1, Ї|-2, kampas tarp ju 60°. Raskime: 
a) áb; b) vektorių й -á-b ir 5i -2á —3b ilgius; c) kampo tarp vektorių 71 ir ñ 
kosinusą. 
Sprendimas 
a) аб - a P| cose -1:2:cos 60" -1:2.2-1. 
Atsakymas: 1. 
b) i? -(à-By = à? -24b « b? = af -2ab+|b| =17-2-1+27=3, |m|= тї = 5; 
Я2-(28-35) = 42° -12àb +962 24-1? 12:149-2? =28; |i|= Ji? = {28 2247. 
Atsakymas: |/7|= 43: || = 24/7. 
c) Skaičiuojame vektorių m ir ñ skaliarinę sandaugą: 
mi = (à-b)(2à -3b) - 2à^ -5áb «3b? 22.11 -5.143.2? - 9. 
Kampo tarp bes m ir ñ kosinusas 


9 92 3X2 


cos a à=, 
a ЯГ ЯН 7443-20-20: M 
Atsakymas: 321 B 
14 
12. Lygiašonio stačiojo trikampio įžambinėje pažymėtas N 


taškas N taip, kad BN:NA = 1:2, AM — pusiaukraštinė, nu- M 
brėžta iš viršūnės A. Įrodykime, kad atkarpa CN statmena pusiau- 
kraštinei AM. 
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Sprendimas. Nagrinėjame vektorius СА= 2, СВ = Б. 


Тада АМ = AC 4, CB - -CÀ«- CB- 


© 


3 ds 


ВА=ВС+СА=-Б+а=й-Б; CN -CB«BN -be- Bá - p 55 - 253 
J” = ac 122 др =2 
-i gH - -2305 +3) _ 26° -34b -28 
3 3 
Kadangi Д = |à| (nes trikampis lygiašonis), tai à? = b?. Kadangi vektoriai 2 ir b 
22220 a D" 
tarpusavyje statmeni, tai ab 20. Todėl AM -CN = 


-8) — |) = 21 
лж, AM LCN. Tigi- 
nys įrodytas. 


С 13. Lygiašonio trikampio ABC (АС = BC) pusiaukraš- 
tinés AN ir BM viena kitai statmenos. Apskaiciuokime kam- 
po C kosinusą. 

Sprendimas. Nagrinéjame vektorius СА = 2; CB = b. 
M : Taigi ЯМ-ЯС-СМ--С4-2С8-15-4-2-25, 
БМ-БС-СМ-- B+ 04-08-8-5225. 
2 2 2 
Kadangi AN 1 BM, tai AN - BM = 0, 
A B 


t. y. (b-2à)(à - 2b) = 0, 5āb = 2(d? + b?). 
Šoninės kraštinės ilgį pazymime m. Tada āb = т? cos ZC -ū? = b? = т?, todėl 


2 
хай eos Z€ e ИЙ + n?) sos ZC S 


5m? 


= 0,8. 


Atsakymas: 0,8. 
14. Каѕкіте kampo tarp vektorių à = (3; 4) ir b = (8; 6) kosinusą. 


Sprendimas. Vektorių ilgiai |a| = /3° +42 = 5; ||- Vg +6? =10; skaliarinė san- 
dauga áb =3-8+4-6=48. 
ūb 48 24 
Kampo tarp vektorių kosinusas cosg=—— a. 
тайж бэхи. 5 8 | 540 25 
А i 
sakymas: 257 
15. Lygiagretainio ABCD viršūnės А(1: 3), B(1 + x; 2), 
D(4; 9), ta$kas K krastine AD dalija santykiu AK : KD — 
-1:2. 


Tarkime, kad b = AB, d = AD. 
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a) Raskime vektorių b ir d koordinates. 

b) Išreikškime vektorių KB vektoriais b ir d. 

c) Raskime vektoriaus KB koordinates. 

d) Raskime x reikšmę, su kuria BK yra lygiagretainio aukštinė. 


Sprendimas 
a) b=AB=(1+x-1; 2-3)=(x;-1), 4= AD=(4-1; 9-3) - (3; 6); 
bLEB- Е dR S ZL 1545-17 p 2 2. 
3 3 3 
T5 1 1 
c) KB- Е 3+2; d 6-1 |-(x-1; -3). 


d) Būtina sąlyga — KB АГ, t.y. KB- AD-0; KB-(x-1; -3), AD = (3; 6), 
todėl 3(x - 1) + 6: (-3) = 0, x = 7 
UM - — 3b-d 
Atsakymai: a) b = (х; -1), d = (3; 6); b) KB=—— 
c) KB=(x-1; -3); d) x = 7. 


B C 16. Trapecijos ABCD pagrindų ilgių santykis 
AD : BC = 2: 1, šoninės kraštinės AB ilgis lygus trum- 
pesniojo pagrindo BC ilgiui. Įrodykime, kad trapeci- 


jos įstrižainė AC yra statmena šoninei kraštinei CD. 
A D 


Sprendimas. Žinoma: ABCD — trapecija, AD = 2BC, AB = BC. Įrodysime: 
AC LCD. 


Įrodymas. Nagrinéjame vektorius AD - à, AB-b, BC = 54 
„2b+ū А БС-РА6АС--а.2834 = TI 


Tada АС- АВ-ВС-5- 


22 
2 


-0, nes 


Бог» м TET pE2 2 
Skaliariné sandauga AC - DC = 153: Сан 8 SIL 


4 
là|- 2 [BC] - 2[48| - 26. 


Kadangi AC- DC = 0, tai AC 1 DC. Teiginys įrodytas. 
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Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Trikampio ABC aukštinė CH dalija trikampio kraštinę АВ į atkarpas, kurių 
ilgiai AH = m, BH = n. Aukštinės ilgis CH = Ymn. Įrodykite, kad trikampis ABC 
yra statusis. 

2. Apie apskritimą apibrėžta lygiašonė trapecija, kurios pagrindų ilgiai 9 cm 
ir 1 cm. Apskaičiuokite: 

a) apskritimo spindulį; 

b) trapecijos plotą. 

3. Vienos rombo įstrižainės ilgis yra lygus rombo kraštinės ilgiui. Raskite rombo 
įstrižainių ilgių santykį. 


4. ABCDEF — taisyklingasis šešiakampis, kurio peri- { 
metras lygus 12. Apskaičiuokite: 

a) [AB + BC +CD); 5 р 

b) [48+Ср; 

c) ВА-ВС. К 5 


5. Trikampio ABC viršūnės A(2x; 1), B(3; 10), C(0; 5). 

a) Raskite kraštinės AC vidurio taško M koordinates. 

b) Žinoma, kad BM Li +j. Apskaičiuokite trikampio ABC pusiaukraštinės, nu- 
brėžtos iš viršūnės B, ilgį. 


ж A — 
STEREOMETRIJOS PRAD 


10.1. STEREOMETRIJOS AKSIOMOS. | 
ERDVES TIESIŲ TARPUSAVIO PADETYS 


Teorinės žinios 


1. Stereometrijos pradinės (neapibrėžiamos) sąvokos — taškas, tiesė, plokštuma. 
Suformuluokime stereometrijos aksiomas. 


A 1. Per tris taškus, nesančius vienoje tiesėje, eina viena ir tik viena plokštuma. 
Plokštumą, einančią per tris taškus A; B; C (Ag BC) žymime (ABC). 


A 2. Jei du tiesės taškai yra plokštumoje о, tai ir visa tiesė yra šioje plokštumoje, 
t. y. jei Ae о, Be o, tada tiesė AB ca. 


A 3. Dvi plokštumos, turinčios bendrą tašką, turi ir bendrą tiesę. Visi šių plokštu- 
mų bendrieji taškai yra šioje tiesėje. 
Kitaip tariant, jei Me o. B, tai Me a = a(1B. Sakoma, kad plokštumos a ir В 
keftasi tiesė a. 


Teorema. Per tiesę ir joje nesantį tašką eina plokštuma, beje, vienintelė. 


Įrodymas. Turime tiesę a ir jai nepriklausantį tašką А (Ae a). 

Tiesėje a pasirenkame du taškus Bea ir Сєа. 

Per tris taškus A, B, C, nepriklausančius vienai tiesei, eina vienintelė plokštuma 
о (aksioma A1). 

Kadangi Be от Ce о, tai tiesė a са (aksioma A2). Taigi per tašką A ir tiesę a eina 
plokštuma o, beje, vienintelė. Teorema įrodyta. 
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Teorema. Per dvi susikertančiąsias tieses eina plokštuma, beje, vienintelė. 


Įrodymas. Tarkime, kad afb = K. Pasirenkame taš- 
kus A € a, Be b. 

Pagal aksiomą A1 per taškus 4; B; K eina vienintelė 
plokštuma (ABK). Kadangi A e (ABK) ir Ke (ABK), tai 
tiesė a с (АВК). Kadangi В є (ABK) іг Ke (ABK), 
tai tiesė b c (ABK). Taigi susikertančiosios tiesės a ir b 
priklauso vienintelei plokštumai (ABK). Teorema įrodyta. 


4. Dvi tiesės a ir b vadinamos о venie jeigu j jos 
nepriklauso jokiai vienai plokštumai. UN 


Pavyzdys. Panagrinékime rim рт ABCD (žr. 
brėžinį). Ją riboja plokštumos (ABC), (ACD), (BCD), (ABD), — 
piramidės sienų plokštumos. Plokštumos (ABD) ir (ABC) kertasi 
tiese АВ, einančia per atitinkamą piramidės briaūną. Tiesės AD 
ir AC — susikertančiosios. Jos priklauso plokštumai (ACD). Pra- 
silenkiančiųjų tiesių pavyzdžiai: AD ir BC, BD ir AC, CD ir AB. 


10.2. TIESĖS IR PLOKŠTUMOS LYGIAGRETUMAS 


Įrodykime tiesės ir plokštumos lygiagretumo požymį. 
Teorema. Jei tiesė a, nesanti plokštumoje о, yra lygiagreti su kuria nors plokštu- 
mos a tiese b (b c o, a||b), tai tiesė a lygiagreti su plokštuma о. 


Įrodymas. Sakykime, kad a nepriklauso o, 
а| c о. Reikia įrodyti, kad a||a.. 


а Tarkime priešingai: tiesė a kerta plokštumą о 
tam tikrame taške K, t. y. a Па = K. Nubrėžkime 

b per lygiagrečiąsias tieses plokštumą B (a c В, b c p). 
4 Plokštumos ос ir B kertasi tiese b (e N B = b). Vadina- 


si, tiesėje b yra visi bendrieji plokštumų o ir B taškai 
(aksioma A3). 
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Kadangi Ke о ir Кє ас B, tai Ke «ПВ, kitaip tariant, Ke b. Išeitų, kad 
К = a fb, t. y. kad tiesės a ir b kertasi taške K. Tai prieštarauja tiesių a ir b lygiagre- 
tumui. Gautoji prieštara įrodo teoremą. 

2. Įrodykime šiai teoremai atvirkštinę teoremą. 


Teorema. Jei plokštumoje В yra tiesė a, lygiagreti su plokštuma o, o plokštumų о 
ir B sankirtos tiesė b, tai tiesės a ir b yra lygiagrečiosios. 


Žinoma: a || o, a c B, ВПа = b. Irodysime: a||b. 


Įrodymas. Tarkime priešingai: tiesė a nėra lygiagreti su {ах 


tiese b c a, t. y. kerta tiesę b tam tikrame taške K. S. 


Kadangi Kea ir Ke b ca, išeitų, kad Ke afa, o tai 
prieštarauja tiesės а ir plokštumos о lygiagretumui (nes jei 
alle, tai a По = Ø). Gautoji prieštara įrodo teoremą. 


10.3. PLOKŠTUMŲ LYGIAGRETUMAS 


Teorinės žinios 


1. Dvi plokštumos gali turėti bendrųjų taškų (kirstis tam tikra tiese) arba jų 
neturėti. 


x hun Д 


lokštumų lygiagretumo požymį. 


ORA 


Teorema. Jei plokštumos o dvi susikertančiosios tiesės yra lygiagrečios su tam tik- 
romis dviem plokštumos B tiesémis, tai plokštumos о ir В yra lygiagrečiosios. 


Žinoma: a са, b c 4, m C B, n < B, a b = K, а|т, b||n. Įrodysime: o| B. 


Įrodymas. Kadangi а|т c B, tai a|. Kadangi b||n c B, tai b||p. 
su plokštuma B, tai о || В. 

Tarkime priešingai: plokštuma o kerta plokštumą В tam tikra tiese с = «ПВ. 

Kadangi a сао ir a||B, tai pagal tiesės ir plokštumos lygiagretumo požymiui at- 
virkštinę teoremą a||c. Analogiškai, kadangi b c « ir b|| B, tai b||c. 

Išeitų, kad per plokštumos о tašką K eina dvi tiesės a ir b, lygiagrečios su šios 
plokštumos tiese c. Tai prieštarauja iš planimetrijos kurso žinomai lygiagrečiųjų tiesių 
aksiomai. 

Gautoji prieštara įrodo teoremą. 


2. Išnagrinėtas sąvokas ir teoremą iliustruokime gretasiénio pavyzdžiu. 
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Kadangi 4,B,||AB, A,D,|| AD, tai pagal dviejų 
plokštumų lygiagretumo požymį (ABCD)|| (4,B,C,D,). 

Kadangi A4,||DD,||CC,, tai tiesės AA, ir CC, 
yra lygiagrečiosios, todėl priklauso vienai plokštu- 
mai (AA,C,C). Ši plokštuma kerta dvi lygiagrečiąsias 
plokštumas (ABCD) ir (4,8,С,0,) tiesėmis AC ir 
AC, todėl AC || A,C, (nes tiesės AC ir A,C, priklauso tai pačiai plokštumai ir nesi- 
kerta). Taigi gretasienio pjūvis 44,С,С (4А,| CC,, A,C,||AC) yra lygiagretainis. 


10.4. TIESĖS IR PLOKŠTUMOS STATMENUMAS. 
STATMUO IR PASVIROJI 


Teorinės žinios 


1. Jei dvi tiesės AB ir AC kertasi taške A, tai kampū tarp šių tiesių vadinamas 
kampas BAC (arba jam gretutinis kampas). 

Jei tiesės a ir b yra prasileūnkiančiosios, kampu tarp šių tiesių vadinamas kampas 
tarp dviejų susikertančiųjų tiesių а, ir b, (а, Пр, = K), kai a,||a, b,||b. 

Kampas tarp lygiagrečiųjų tiesių lygus 0. 


Tiesés ir plokštumos statmenumo požymis 


Teorema. Jei tiesė а yra statmena plokštumos o dviem susikertanëiosioms tiesėms, 
tai tiesė a statmena plokštumai a. 


Šią teoremą galima užrašyti ir taip. 


Jei MA LAB ir MA LAC, tai MA L(ABC). 


Šią teoremą įrodysime vėliau, pritaikę erdvės vektorius. 


4. Tarkime, kad M e a. Tiesės a L а atkarpa, kurios vienas galas yra taškas M, 
o kitas galas A priklauso plokštumai o (t. y. А є o), vadinama statmeniu, nubréztu 
iš taško M į plokštumą о. Statmens MA 1 о ilgis vadinamas atstumū nuo taško M iki 
plokštumos o. Iš taško Ме о į plokštumą o galima nubrėžti vienintelį statmenį ir 
kiek norima pasvirüju, t. y. atkarpų, jungiančių tašką M su kitais plokštumos о 
taškais. 
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Brėžinyje MA — statmuo, MB — tam tikra pasvi- 
roji, AB — šios pasvirosios projekcija į plokštumą a, 
Ф = ZABM — kampas tarp pasvirosios BM (tiesės BM) 
ir plokštumos o. 

Jei atstumas nuo taško M iki plokštumos o (statmens 
ilgis) lygus Н, pasvirosios ilgis /, jos projekcijos į plokštu- 


"ОН 
mą o. ilgis R, tai P = Н? + К, 89-29 sing = 77. 4 


6. n-kampės piramidės aukštinė PO — statmuo, nubrėž- | 
tas iš taško P į pagrindo plokštumą, šoninės briaunos РА,, 
PA,, ..., PA, — pasvirosios. 4 
Jei piramidės aukštinės w“ PO = H, pagrindo plotas |, 
n A, 
$ ав» tai piramidės tūris V =$ Н. 


past А, 4, 

Pavyzdys. Brėžinyje pateikta trikampė piramidė ir nu- 
rodyti jos briaunų ilgiai. 

a) Įrodykime, kad PA yra piramidės aukštinė. 

b) Raskime piramidės tūrį. 

c) Raskime kampo tarp briaunos PC ir plokštumos 
(ABC) tangentą. 
d) Raskime atstumą nuo taško B iki plokštumos (APC). 
e) Raskime atstumą nuo taško A iki plokštumos (BPC). 


Sprendimas. a) ААРВ: PB? = 13? = 169, AB? + AP? = 52 + 122 = 169, t. y. PB? = 
= AB? + AP’. Pagal teoremą, atvirkštinę Pitagoro teoremai, AP L AB. 

Analogiškai ЛАРС: PC? = 400, АС? + АР? = 400, t. y. PC? = AC? + AP, taigi 
АР L AC. Kadangi АР 1 AB ir AP L AC, tai pagal tiesės ir plokštumos statmenumo 
požymį AP | (ABC), todėl AP yra piramidės aukštinė. 


b) укын, $ вс = Jp(p-a)(p-b)(p—-c) (Heróno formulė), 
5+16+19 
=— =20, S se = J20(20—5)(20—16)(20—19) = 20/3. 


Н = АР = 12 — piramidės aukštinės ilgis. Todėl V = 20/3 -12=80./3. 
Atsakymas: 8043. 


c) Pasvirosios PC projekcija į plokštumą (ABC) yra AC, todėl kampas tarp briau- 
nos PC ir plokštumos (ABC) yra 6 = ZACP. 


3 
Atsakymas: a 
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- 2 1 - d) Tarkime, kad Л = ВЕ 1 AC — trikampio ABC 
h G aukštinė, nubrėžta iš viršūnės B. 

Kadangi AP 1 (ABC), BE c (ABC), tai AP 1 BE. 
à Taigi BE L AC ir BE L AP. 


Pagal tiesės ir plokštumos statmenumo požymį BE 1 (ACP), todėl ieškomas at- 
stumas lygus A = BE. Telieka apskaičiuoti trikampio ABC aukštinės ilgį: 
25.0 205 508 
AC 16 27 
43 


5) 
Atsakymas: = 


e) Atstumą nuo taško A iki sienos BPC plokštumos 
skaičiuojame, laikydami sieną BPC piramidės pagrindu. 


h= 


p m à 1 е 
Užrašius piramidės tūrio formulę V = 3 Saec -Н,, ieš- 


> komas atstumas yra statmens AK L (ВРС) ilgis Н. 


Kadangi V =80./3, Sac он 19)(26 -20)(26 -13) = 26421, tai 


..3V 3.8043 12047 
^ Sae" 2NZL D. 


12047 
Atsakymas: ас с 


Pavyzdys. Kampas tarp kügio sudaromosios їг pagrindo 
plokštumos lygus 60?, kūgio sudaromosios ilgis 24/3 cm. 
Raskime kūgio tūrį. 


—— MÀ "©" 


Sprendimas. Sudáromosios PA projekcija | pagrindo 
косе I -À plokštumą yra kūgio pagrindo spindulys OA, todėl ZPAO = 60°, 


К-ОА- AP -cos 60° => AP = (З om. 


Kūgio aukštinės, t. y. iš kūgio viršūnės P į pagrindo plokštumą nubrėžto statmens 


45. 


ilgis H = OP = AP sin 60° = 243. 22 3cm. Kūgio tūris V = SAR H = (Уз) S 
= Зл (cm?). 
Atsakymas: Зл (стз). 
7. Įrodykime teiginį, plačiai taikomą sprendžiant uždavinius. 


Jei piramidės visos šoninės briaunos yra tuo pačiu kampu pasvirusios į piramidės 
pagrindo plokštumą, tai: 

1) jos yra vienodo ilgio; 

2) apie piramidės pagrindą galima apibrėžti тшш. 

3) piramidės aukštinė eina pet pea, pagrindo Apion kinie apskritimo centrą. 
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Įrodymui pakanka suvokti, kad statieji trikampiai APOA, 
АРОВ, APOC... yra lygūs pagal bendrą statinį PO ir smailiuo- 
sius kampus: ZPAO = ZPBO = ZPCO = ... Todel PA = PB = 
= PC = ... ir ОА = OB = ОС =... = R, t. y. taškas O yra pi- 
ramidės pagrindo apibrėžtinio apskritimo centras. 


Pavyzdys. Trikampės piramidės pagrindo kraštinių ilgiai 
lygūs a, b, c, visos šoninės briaunos su pagrindo plokštuma 
sudaro to paties dydžio kampą ф. Raskime piramidės tūrį. 


Sprendimas. Kadangi piramidės aukštinė PO eina per 
pagrindo (trikampio ABC) apibrėžtinio apskritimo centrą O, 
tai piramidės aukštinės ilgis H = R tg Фф. Trikampio apibrėž- 
tinio apskritimo spindulys R = todėl piramidės tūris 

AABC 


V= Suc H= Sue 2906 


Mae) ИЯ 


- tg @. 


Atsakymas: V = Zabe tg Ф. 


10.5. ТЕШ) STATMENŲ TEOREMA 


Teorinės žinios 


—À 


1 
> 
1 


b= 
\ 


1. Suformuluokime ir įrodykime trijų statmenų teorėmą. 


Teorema. Jei pasvirosios, nubrėžtos iš šalia plokštumos esančio taško, projekcija 
šioje plokštumoje yra statmena tam tikrai šios plokštumos tiesei, tai ir pasviroji 


statmena šiai tiesei. 


Žinoma: Ae a, a c о, AO La, BO La. Irodysime: 
BA La. 


Įrodymas. Remiamés tiesės ir plokštumos stat- 
menumo požymiu. Kadangi AO Lo, tai AO la (nes 
a c o). Taigi a L OB (pagal teoremos sąlygą) ir a L ОА. 

Todėl aL (ОАВ). Kadangi АВ c (OAB), tai а 1 АВ. 
Teorema įrodyta. 


2. Suformuluokime ir įrodykime trijų statmenų te- 
oremai atvirkštinę teoremą. 


Teorema. Jei iš tam tikro šalia plokštumos esančio taško nubrėžta pasviróji yra stat- 
mena tam tikrai plokštumos tiesei, tai ir pasvirosios projekcija statmena šiai tiesei. 
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Žinoma: Ag a, а c e, AO1 o, ABLa. 

Įrodysime: OB La. 

Įrodymas. AO | a, todėl AO La, nes аса. 

Pagal teoremos sąlygą АВ la. Taigi a LAO ir 
a LAB, todėl pagal tiesės ir plokštumos statmenu- 
mo požymį a.L(AOB). Gauname, kad a 1 ОВ, nes 
OB c (АОВ). Teorema įrodyta. 


Pavyzdys. Taisyklingosios keturkampés pirami- 
dės pagrindo įstrižainės ilgis AC = 6 cm, piramidės 
aukštinės ilgis PO = 4 cm, K, L — šoninių briaunų 
PA ir PC vidurio taškai, M, N — pagrindo kraštinių 
CD ir AD vidurio taškai. 

Apskaičiuokime pjūvio KLMN plotą. 

Sprendimas. Primename, kad taisyklingąja pi- 
ramidė vadinama piramidė, kurios pagrindas — 
taisyklingasis daugiakampis (šiuo atveju — kvadra- 
tas), o aukštinė eina per pagrindo centrą. 

KL ir MN yra trikampių ACP ir ACD vidurinės linijos, todėl KL || AC, 


KL -jAC-3 cm ir MN || AC, MN = j4C-3 cm. 
Kadangi KL || MN ir KL — MN, tai keturkampis KLMN yra lygiagretainis. 
Kadangi OP L (ACD), OD LAC, tai pagal trijų statmenų teorema PD LAC. 
Kadangi tiesės PD ir AC yra viena kitai statmenos, tai ir NK 1 NM, nes NK || PD, 
NM | АС. Įrodėme, kad KLMN — stačiakampis. Jo plotas Sy y = NM : NK. 
A OPD: PD = ОР? + ОР? = 32 + 4? = 25, PD = 5 cm, NM = 3 cm, 


1 5 5 
ХК, PD =: cm; Sam 2535 = 


23 2 
2 2 2 7,5 ст. 


Atsakymas: 7,5 cm?. 


10.6. KAMPAS TARP PLOKSTUMU. i 
DVIEJŲ PLOKŠTUMŲ STATMENUMO POŽYMIS 


1. Bet kuri plokštumos tiesė dalija plokštumą į dvi pūsplokštumes. Dvi susiker- 


tančios plokštumos turi bendrą tiesę, kuri dalija kiekvieną plokštumą į dvi pusplokš- 
tumes. Šią bendrąją tiesę vadiname kiekvienos iš pusplokštumių kraštū. 
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Jei i$ dvisienio kampo briaunos c taško nubrėši- 
me du statmenis tiesei c, priklausančius skirtingoms 
sienoms a ir B (Zr. brėžinį), t. y. аса, bcp, alc, 
b Lc, šie statmenys sudarys kampą, vadinamą dvisiė- 
nio kampo tiesiniū kampū. Jo dydis ф laikomas 
dvisiėnio kampo didumū. 

2. Susikirtus dviem plokštumoms, susidaro keturi 
poromis lygūs dvisieniai kampai. Vieno jų (dažniau- 
siai mažesnio) didumas yra laikomas kampo tarp 
plokštumų didumū. 

Jei a||B, kampo tarp plokštumų о ir B didumas 
lygus 0. 


V Suformuluokime ir jrodykime dviejü plokštumų stat- ë 
menümo požymį. 


Теогета. Jei plokštumoje o уга tiesë a, statmena plokštu- 
mai B, tai plokštuma « statmena plokštumai В. 


Žinoma: a c o, a 1 В. Įrodysime: o 1 В. 


Įrodymas. Tarkime, aB = K, «NNB = m (t. y. tiesė 
a kerta plokštumą В taške К, plokštuma a kerta plokš- 
шта B tiese m). Kadangi a LB, m c B, tai a Lm. Nu- 
brėžkime plokštumoje B per tašką K tiesę b, statmeną 
tiesei m, t. y. bc B, Ke b, b Lm. 

Kadangi a Lb (nes a LB, bc B), a Lm, b Lm, tai 
plokštuma o, kurioje yra tiesės a ir m, statmena plokš- 
tumai В, kurioje yra tiesės b ir m. Teorema įrodyta. 


Pavyzdys. Trikampės piramidės ABCD pagrindas — sta- 
tusis trikampis АВС (CA 1 СВ), AD — piramidės aukštinė 
(žr. brėžinį), AC = 2, CD = 4. 

a) Įrodykime, kad sienos ACD plokštuma statmena pa- 
grindo ABC plokštumai. 

b) Raskime kampą tarp sienos BCD ir pagrindo ABC 
plokštumų. 

a) Kadangi AD 1 (ABC), AD c (ACD), tai pagal dviejų 
plokštumų statmenumo požymį (ACD) 1 (АВС). 

b) Kadangi AD 1 (ABC), СА1СВ (nurodyta), tai pagal trijų statmenų teorema 
CD LCB. Kadangi СА LCB, CD LCB, kampas tarp plokštumų (АВС) ir (BCD) lygus 
kampui tarp tiesių CA ir CD, t. y. kampui ACD. 

Iš stačiojo trikampio ACD: cos ZACD = —— = 0,5, todėl ieškomas kampas 
ZACD = 60°. cp 
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Pavyzdys. Įrodykime teiginį, kuris svarbus sprendžiant daugelį uždavinių. 


Jeigu piramidės visos šoninės sienos yra pasvirusios į Pem plokštumą tuo pa- 
čiu kampu, tai: 

1) visų šoninių sienų aukštinės lygios; 

2) į piramidės pagrindą galima įbrėžti apskritimą; 

3) piramidės aukštinė eina per pagrindo įbrėžtinio apskritimo centra. 


Tarkime, kad SP L CD, SM LAD, SN LAB, ... — 
piramidės šoninių sienų SCD, SAD, SAB, ... aukštinės, 
SOL (ABC) — piramidės aukštinė. Tada pagal trijų stat- 
menų teorema ОРІ СР; ОМ LAD; ON LAB; ... 

Todėl ZOPS; ZOMS; ZONS; ... yra kampai tarp 
šoninių sienų ir pagrindo plokštumos. Pagal sąlygą 
ZOPS = ZOMS = ZONS =... 

Todėl statieji trikampiai OPS; OMS; ONS; ... 
yra lygūs pagal bendrą statinį ir smailųjį kampą, t. y. 
SP = SM = SN = ... (šoninių sienų aukštinės lygios), 
taip pat OP = OM = ОМ =... = г, t. y. egzistuoja taškas O, vienodai nutolęs nuo visų 
pagrindo kraštinių. Todėl taškas O yra į pagrindą įbrėžto apskritimo centras. Šio 
apskritimo spindulys OP = r. 

Aukštinė SO eina per į pagrindą įbrėžto apskritimo centrą O. 


4. Išnagrinėkime kelis pavyzdžius, susijusius su kitais erdviniais kūnais. 


Pavyzdys. Į ritinį įbrėžta stačioji trikampė prizmė, kurios pagrindas — statusis 
trikampis ABC. Jo statinių ilgiai СА = 6 cm, СВ = 8 cm. Ras- 
kime prizmės ir ritinio: 

a) tūrių santykį; b) šoninių paviršių plotų santykį. 

Apskritimo, apibrėžto apie statųjį trikampį, skersmuo 
yra šio trikampio įžambinė АВ, todėl prizmės didžiausioji 
šoninė siena — stačiakampis АВВ,А, yra ritinio ašinis pjū- 
vis (žr. brėžinį). 

AABC: АВ? = 6? + 8 = 100, АВ = 10 cm. Ritinio spin- 
dulys R = AO = 5 cm. Pažymėkime ritinio ir prizmės ben- 
drąją юм АА, = Н. 


a) Prizmés tūris V,, = Si H = 72:6: 8 : H = 24H (cm). 


priz 
| ш ЗАН 24 
Ritinio tūris И = ЛЕН = 251H (cm). Tūrių santykis 7; К 55xH ib 


b) Stačiosios prizmės šoninio paviršiaus plotas S, priz = n P — pagrindo pe- 
rimetras. Todėl Syn „ = (6 + 8 + 10)H = 24H (cm). 
Ritinio šoninio paviršiaus plotas 5, = 2nRH -2л-5-Н = 10nH (cm?). 
Sion priz „MH 12 


Plotų santykis 24 12 
EL [ES Atsakymai: a) 2517 b) m 


Son rit 
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Pavyzdys. Į ritinio formos inda, kurio skersmens ilgis 20 cm, įdedamas metalinis 
rutulys, kurio spindulys 9 cm. Po to į indą įpilama 2,5 1 vandens. Ar vanduo apsems 
rutulį? 


Sprendimas. Ritinio spindulys R = 10 cm, rutulio spindulys r = 9 cm. Vanduo ap- 
sems rutulį, jei vandens lygis pasieks aukštį Н = 2r virš indo dugno (ritinio pagrindo). 
Ritinio, kurio aukštinės ilgis H = 2r, tūris V = лЁ?Н = 2nR?r. Rutulio tūris 


Е, = ia. 
3 
ки Ж : x SLE ар 2028 
„Tuščios erdvės“, kurią galėtų užpildyti vanduo, tūris V, = V -V, =2n7| R > : 


у= 23,1459 109-272 = 2599,92 cm?. 


Taigi 2,5 1 = 2500 cm? < 2599,92 cm*. 
Atsakymas: Neapsems. 


10.7. PAGRINDINĖS ERDVINIU KŪNŲ FORMULĖS 


Teorinės žinios 


Pateikiame erdvinių kūnų formules, nagrinėtas pagrindinės 
mokyklos kurse. 

1. Stacióji prizmė 

Tūris V = S ag ` H; šoninio paviršiaus plotas $,,, = PH; 

čia P — pagrindo perimetras, 

H — prizmės aukštinės ilgis. 

Viso paviršiaus plotas S = 25,,,. + PH. 


2. Piramidė 

Tūris V ASH ; čia H — piramidės аш 68 ilgis. 

Taisyklingoji piramidė (taip pat piramidė, kurios visos šoni- P 
nės sienos tuo pačiu kampu pasvirusios į pagrindo plokštumą): 


* ре 1 
šoninio paviršiaus plotas S; = „Ph, 


1 
viso paviršiaus plotas 5 = S pagr + „Ph; 


čia h — šoninės sienos aukštinės ilgis, 
P — pagrindo perimetras. 
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3. Nupjautiné piramidé «» 


Türis V= (S+S, + 5,5, ) Н: 
čia S, ir S, — pagrindų plotai, 
H — nupjautinės piramidės aukštinės ilgis (atstumas tarp 
pagrindų plokštumų). 
Taisyklingoji nupjautinė piramidė (jos pagrindai — taisyk- 
lingieji daugiakampiai, o šoninės sienos — vienodos lygiašonės 
1 
trapecijos): šoninio paviršiaus plotas S,,, = 20, + P,)h; Яа Р, P, — pagrindų ре- 
rimetrai, 4 — šoninės sienos (lygiašonės trapecijos) aukštinės ilgis. 
4. Ritinys 
Tūris V = nR?H. 
Soninio paviršiaus plotas S, „= 2nRH. 
Viso paviršiaus plotas S = 2nR(H + R). 
Ašinio pjūvio plotas 5 аср = 2RH. 


O,A = O,B = R — spindulys, 


AB = CD = H — aukštinės ilgis. 


5. Kūgis 


1 
Tūris V = З КН. 
Soninio paviršiaus plotas $ = TRI. 
Viso paviršiaus plotas 5 = лК(К + I). 


Ašinio pjūvio plotas $,,, — RH. 
OA = OB = R — pagrindo spindulys, 
OP = H — aukštinės ilgis, 
PA = PB = 1 — sudaromosios ilgis, 
(Р = К? + Н?). 

6. Nupjautinis kūgis 


Tūris и-1 (8 +R? +R R,)H. 

Soninio paviršiaus plotas S; „ = T(R, + К). 
Viso paviršiaus plotas 5 = $4, + n(R? +R). 
Ašinio pjūvio (lygiašonės trapecijos ABCD) 
plotas S ср = (R, + RH. 


R, = O,A, R, = O,B — pagrindų spinduliai, 


AB = CD =1 — sudaromosios ilgis, 
O,O, = H — aukštinės ilgis (atstumas tarp 
nupjautinio kūgio pagrindų). 
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Sferà ir rutulys 


Rutulio tūris V = ZR. 
Sferos (rutulio paviršiaus) plotas S = 4nR?. 
Rutulio pjūvio (skritulio), nutolusio nuo rutulio cen- 
tro atstumu d, plotas S(d) = n(R? - d’); 
čia R — rutulio (sferos) spindulys, 
d = OO, — atstumas nuo rutulio 
centro iki kertamosios (pjūvio) plokštumos, 
r — rutulio pjūvio spindulys (72 + d? = R?). 
Rekomenduojame 1—3 kūnų šoninio paviršiaus ploto formules išsivesti sava- 
rankiškai, sudedant paprastų plokščiųjų figūrų (stačiakampių, trikampių, trapecijų) 
plotus. 
Norint išvesti 4—6 kūnų šoninio paviršiaus ploto formules, reikia nagrinėti šo- 
ninio paviršiaus išklotinės. Pamėginkite ir tai atlikti savarankiškai. 


10.8. ERDVĖS VEKTORIAI 


1. Erdvės vėktoriaus (atkarpos, kurioje nurodyta kryptis) sąvoka aiškinama kaip 
ir plokštumos vektoriaus. Nagrinėjami ir pagrindiniai veiksmai su vektoriais — dviejų 
vektorių sudėtis, atimtis, daugyba iš skaičiaus, vektorių skaliarinė daugyba. 


2. Plačiau pakalbėkime apie trijų (keleto) vektorių sudėtį. 
Kelis vektorius galima sudėti pagal daugiakampio (erdvinio) taisyklę: 


A A,+ A, A, +...+ A, 14, = ALA,. 


Tris vektorius (sutapdinus jų pradžios taškus), kurie nėra vienoje plokštumoje, 
galima sudėti pagal gretasienio taisyklę; ją iliustruoja brėžinys: 


P 
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С, Pavyzdys. Brėžinyje pavaizduoto gretasienio krašti- 


А ш nių vektoriai АВ; AD; АС, yra komplanarieji. 


Priešingai, vektoriai AB; AD; AA, nėra komplana- 


C rieji. 

Б = Beje, jeigu trys vektoriai, iš kurių jokie du nėra ko- 
* 2 linearieji, yra komplanarüs, tai vieną jų galima išreikšti 
kitais dviem (plokštumos vektoriaus reiškimas dviem nekolineariaisiais vektoriais!). 
Pavyzdžiui, remdamiesi anksčiau minėtu brėžiniu gauname: AC, = AC = AB + AD 
(pagal lygiagretainio taisyklę). 

4. Teorema. Kiekvieną erdvės vektorių galima išreikšti trim nurodytais nekompla- 

nariaisiais vektoriais, beje, vieninteliu būdu. 


T. y. jei vektoriai à, b, ë nėra komplanarieji, tai, kad ir koks būtų vektorius d, 


atsiras vienintelis skaičių trejetas (x, y, z), su kuriuo 


Pavyzdys. Turime gretasienio kraštinių tris nekomplanariuosius vektorius 2 = AD; 
b = АВ; ë = AA, (žr. brėžinį). Išreikškime šiais vektoriais vektorius: a) АС, b) B D. 
B, c a) AC, = AD+ АВ+ AA, =ū+b +С (pagal gretasienio tai- 

syklę); 


t. y. BD-á-b-c. 


5. Erdvės koordinačių sistėmą sudaro koordinačių pra- 

džios taškas ir trys tarpusavyje statmenos skaičių tiesės — 

koordinačių ašys. 

Norėdami rasti erdvės taško А koordinates, randame ko- 

ordinates taškų, kuriuose plėkštumos, nubrėžtos per šį tašką 

statmenai atitinkamoms ašims, kerta šias ašis. 

Beje, minėtos plėkštumos kartu su koordinačių plokštu- 

momis Oxy; Oxz; Oyz sudaro stačiakampį gretasienį. Taigi kiek- 
vienas erdvės taškas turi tris koordinates. Į tai ir atsižvelgsime, 

išplėsdami ir erdvės atvejui anksčiau plokštumoje taikytą koordinačių metoda. 

Pavyzdžiui, atkarpos АВ vidurio taško M koordinatės 


6. Erdvės vektoriaus koordinatės (kaip ir plokštumos vektoriaus) yra vektoriaus 
galinio taško koordinatės, kai pradžios taškas sutapdintas su koordinačių pradžios tašku. 
Jei AG; Ya; 24), В(хь; ys; 2в), tai AB=OB-OA= (xg; ув; zs) – (х ya; 24), t. y. 


АВ = (Xp = X4 Ув = Y Za — 24) 


10 STEREOMETRIJOS PRADMENYS | 219 


Pavyzdys. Turime tris lygiagretainio ABCD viršūnes: А(2: –1; 3), B(0; 2; 4), 
D(5; -1; 7). Raskime viršūnės C koordinates. 
Sprendimas. Kadangi BC = AD = (5-2; -1+1; 7-3), t. у. BC = (3; 0; 4), 
хс —3, 
ir BC - (x; =0; y. —2; 2—4), tài. у. -2- 0, 
-4=4. 


Atsakymas: C(3; 2; 8). 


Jei vektoriaus à koordinatės yra x, y, z, tai à = (x; y; z) = 
= x(1; 0; 0) + y(0; 1; 0) + z(0; 0; 1); kitaip tariant, 
ë = (x; y; z) = xi + yj + zk. 
Pavyzdys. А(2: 3; 1), B(1; 5; 7). Tada АВ- (1-2;5-3; 
7-1) = (-1; 2; 6) = -i 2j «6k. 


Cia [а], 8 — vektorių ilgiai, ф — kampas tarp vektorių. 

Jei à = (x; yu 21), b = (к; yo; z;), tai skaliarinė sandauga 
ūb = Qui + y,j + 2,К)(х,/ +у,] + 2,К)- xx, (E i) yx, i )+ zx, (ki)+ xy j)+ 
зуу. j)+ z iy, (K j)+x,z,(i k)+ y,z,(j К)-2,2,(К k)- XX, + y,y, + Z,Z, nes 


“s s by 
Vektoriaus 2 = (х; y; z) ilgis (0|- 48 = 4x xy sz. 
Pavyzdys. Raskime kampo tarp kubo įstrižainių kosinusa. 
Sprendimas. Nagrinėjame vienetinį kubą (žr. brėžinį), ku- 

rio kraštinių vektoriai , j, k. Pakanka rasti kampo tarp vekto- 

riy OB, ir CA, kosinusą. Kadangi OB, =i + j +k = (1;1;1), 

CA, =i -j +k =(1;—1;1), tai OB, - CA =1-1+1-(—1)+1-1=1, 

ОВ | = 412 + +1? = (3, [СА] = Ë +(-1 +1? = 43. 

0В-СА 1 


ОВ, 
Todėl cos g= ——— = 
081464 3 


1 
Atsakymas: 3 
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Dabar įrodykime tiesės ir plokštumos statme- 


ñ nümo pėžymį. 
Žinoma: FA 1 AB ir EA 1 AC. Įrodysime: 
R FA L (ABC). 


Įrodymas. Pakanka įrodyti, kad, koks bebūtų 
plokštumos (АВС) taškas M (nesutampantis su tašku 
A), tiesė FA yra statmena tiesei AM. 

Nagrinėjame vektorius AB=b, АС-2, AM =ñ, AF = f. 

Kadangi plokštumos (ABC) vektoriai b ir ë yra nekolinearieji, tai, kad ir koks 
būtų šios plokštumos vektorius 7 = AM, egzistuoja skaičių pora (l, f), su kuria 
т-15-16. Kadangi f Lb ir f Lë, tai f b= f ë =0. 

Todėl f m= f(Ib гс) = (f b)+ (f €)=0, t. y. f Lm, AF АМ, kad ir koks 
būtų M є (ABC). Teorema įrodyta. 


Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Suformuluokite stereometrijos aksiomas. 

2. Dvi susikertančiąsias tieses kerta trečioji tiesė. Kiek bendrųjų taškų turi šios 
tiesės, jei žinoma, kad jos nepriklauso vienai plokštumai? 

3. Paaiškinkite tiesės ir plokštumos statmenumo požymį. 

4. Taisyklingosios keturkampės piramidės brėžinyje parodykite kampą tarp: 

a) šoninės briaunos ir pagrindo plokštumos; b) šoninės sienos ir pagrindo plokš- 
tumos. 

5. Keturkampės piramidės visos šoninės briaunos sudaro su pagrindo plokštu- 
ma vienodus kampus. Ar gali šios piramidės pagrindas būti stačioji trapecija? Atsa- 
kyma pagriskite. 

6. Tarkime, kad AB ir CD — tarpusavyje statmeni kügio pagrindo skersmenys, 
P — šio kūgio viršūnė. Koks yra kampas tarp prasilenkiančiųjų tiesių PA ir CD? 
Kodėl? 

7. Paaiškinkite dviejų plokštumų statmenumo požymį. 

8. Kiek aukštinių turi: a) kūgis; b) keturkampė piramidė; c) trikampė piramidė? 

9. Kokie erdvės vektoriai vadinami nekomplanariaisiais? 

10. Nubrėžkite erdvės koordinačių sistemą. Kiek yra koordinačių plokštumų? 
Į kelias dalis jos dalija erdvę? 


1. Stačiosios prizmės ABCA,B,C, pagrindas — bukasis trikampis ABC, CA = 
= 5 cm, CB = 16 cm, ZACB = 120“, didžiausios šoninės sienos plotas 1943 стг. 
Raskite prizmės tūrį. 

2. Raskite kampo tarp kubo įstrižainių sinusą. 
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3. Stačiosios keturkampės prizmės (stačiojo gretasienio) pagrindas — rombas, 
kurio įstrižainių ilgiai 12 cm ir 16 cm, prizmės šoninės sienos — kvadratai. Raskite 
prizmės tūrį ir viso paviršiaus plotą. 

4. Taisyklingosios keturkampės piramidės pagrindo plotas 12 cm?, kampas tarp 
šoninės sienos ir pagrindo plokštumos 609. Raskite piramidės tūrį ir viso paviršiaus 
plotą. 

5. Taisyklingosios trikampės piramidės pagrindo kraštinės ilgis 2-/3 cm, kampas 
tarp šoninės briaunos ir pagrindo plokštumos 60°. Raskite piramidės tūrį. 

6. Taisyklingosios trikampės nupjautinės piramidės pagrindų kraštinių ilgiai 
a, = 643 cm ir a, = 243 cm, šoninės briaunos ilgis 5 cm. Raskite nupjautinės pirami- 
dės tūrį ir šoninio paviršiaus plotą. 

7. Trikampės piramidės pagrindas — statusis trikampis, kurio statinių ilgiai 
6 cm ir 8 cm, piramidės šoninės briaunos pasvirusios į pagrindo plokštumą 60? kam- 
pu. Raskite piramidės tūrį. 

8. Keturkampės piramidės pagrindas — stačioji trapecija, kurios šoninių kraš- 
tinių ilgiai 4 cm ir 6 cm, visos šoninės sienos pasvirusios į pagrindo plokštumą 45? 
kampu. Raskite piramidės tūrį ir šoninio paviršiaus plotą. 

95. Keturkampės piramidės pagrindas — lygiašonė trapecija ABCD: AB = ВС = 
= CD = a, AC L CD. Piramidės šoninės briaunos į pagrindo plokštumą pasvirusios 
kampu q. Raskite piramidės tūrį. 

10*. Kubo briaunos ilgis АВ = 1. Raskite: 

a) atstumus FD, ir FC,, kai F — briaunos AD vidurio taš- 
kas (žr. brėžinį); 

b) pjūvio (taisyklingojo šešiakampio), kurio plokštuma 
eina per briaunų vidurio taškus F, P, O, R, S, T (žr. brėžinį), 
plotą; 

с) taisyklingosios šešiakampės piramidės PFTSROD, tūrį. 

11. Ritinio ašinio pjūvio plotas 6 cm?, viso paviršiaus plotas 7r cm?. Raskite 
ritinio tūrį. 

12. Ritinio skersmens ilgis 12 cm, ašinio pjūvio įstrižainės ilgis 20 cm. Raskite 
viso ritinio paviršiaus plotą. 

13. Ritinio formos indo skersmens ilgis 1 dm, indo aukštis 8 cm. Ar tilps į šį indą 
600 ml skysčio? Atsakymą pagrįskite. 

14. Į ritinį įbrėžta stačioji trikampė prizmė, kurios pagrindo du kampai 15? ir 
45°. Prizmės didžiausios šoninės sienos plotas 6-/3 cm?. Raskite ritinio šoninio pavir- 
šiaus plotą. 

15*. Metalinio laido skersmuo 4 mm. Kiek kartų padidėtų laido masė, jeigu 
patrumpinę jį 10 96 (nuo pradinio ilgio) padengtume 3 mm storio izoliacijos sluoks- 
niu? Žinoma, kad 1 cm? metalo masė 5 kartus didesnė negu 1 cm? izoliacinės medžia- 
gos masė. 
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16. Kügio sudaromoji, kurios ilgis 8 cm, sudaro 30? kampa su pagrindo plokstu- 
ma. Raskite kūgio tūrį. 

17. Kūgio pagrindo spindulys R = 42, aukštinės ilgis Н = 1. Raskite kampą tarp 
dviejų sudaromuju SA ir SB, kurios viena kitai statmenos, projekcijų OA ir OB 
į pagrindo plokštumą. 

18. Sferos, kurios centras O, spindulys 13 cm, iš- 


orės taškas B nutolęs nuo sferos atstumu BC = 8 cm 
(žr. brėžinį). Raskite ilgį apskritimo, kurį sudaro visi 
в sferos taškai, nuo taško B nutolę per 20 cm. 

qha 19. Į sferą įbrėžtas kubas, kurio briaunos ilgis 
2 cm. Raskite šios sferos plotą. 

20*. Į mėgintuvėlį, kurio tūris 6 ml, lašinami van- 

dens lašai. Pirmojo lašo skersmuo 4 mm, kiekvieno tolesnio lašo skersmuo 20 % di- 
desnis negu prieš tai įlašinto. Laikydami lašus rutulio formos: 


a) įrodykite, kad n-tojo lašo tūris V, —1,728"" ЕЭ ml; 


b) išsiaiškinkite, ar tilps į mėgintuvėlį 9 pirmieji lašai. Atsakymą pagriskite. 
D 21. Trikampės piramidės DABC kraštinių vektoriai AB = b, 
АС-2, AD= d. Šiais vektoriais išreikškite: 
a) vektorių BD; 
b) vektorių DM, kai M — briaunos BC vidurio taškas. 


2 = 22. Nurodyti taškai: А(-2: 3; 1), B(1; 2; 0), С(-6, 7; 5). 
A Raskite vektoriaus koordinates: 
< a) AB; b) CA; c) BM, kai M — atkarpos AB vidurio taškas. 


23. Su kokia x reikšme vektoriai 8 ir b yra vienas kitam statmeni: 

a) ā = (x; 2; 3), b=(2; 5; 6); 

b) 4-21-7-К, b -3xi +j «xk? 

24. Su kokiomis x reikšmėmis trikampis ABC yra statusis: 

a) А(1; х; 2), B(0; 3; 1), C(1; 2; 5); 

b) AG: 1: 2); BO: 2; 1), CG]; 273)? 

25. Raskite kampą tarp vektorių à = (43; 1; 0) ir b z(L 43: 0). 

26. ABCD — taisyklingasis tetraédras (trikampė piramidė, kurios visų briaunų 
ilgiai lygūs), M — briaunos BC vidurio taškas. Žinoma, kad AD. AB = 4,5. Apskai- 
čiuokite AD · AM. 

27". Piramidės SABCD pagrindas — rombas. Piramidės aukštinė, kurios ilgis Н, 
eina per rombo įstrižainių AC ir BD sankirtos tašką, SA = l, SB = I,. 

a) Įrodykite, kad SA-SD = Н?. 

b) Įrodykite, kad 54-5С-2Н2-01., 

c) Raskite piramidės šoninio paviršiaus plotą. 
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28*. Taisyklingosios šešiakampės piramidės SABCDEF šoninės briaunos ilgis 
SA = I, skaliarinė sandauga SA-SB = m. Apskaičiuokite: а) 54-50: b) SA. SC. 
29. Lygiagretainio ABCD įstrižainių vektoriai B [e 
AC -m-(0; 1; t), BD=A=(-2; 1; 0), K — lygiagretai- 
nio kraštinės CD taškas, DK: KC 21:2. 
a) Išreikškite vektorius DC ir BK vektoriais m ir ñ. 
b) Raskite vektorių DC ir BK koordinates. 
с) Su kokiomis / reikšmėmis BK yra lygiagretainio aukštinė? 
30*. Trikampės piramidės ABCD viršūnės A(0; 0; 0); B(sin x; cos x; 0); 


A D 


C(0; 4/3; 0), D(0; 0; 2*7); xe (o z) 

a) Irodykite, kad ZBAC = x. 

b) Irodykite, kad AD yra piramidës aukstine. 

c) Trikampio ABC plotas lygus 0,75. Raskite ZBAC ir piramidės tūrį. 


1. Tiesė DC statmena trikampio ABC plokštumai, 
АВ -- 12, BC =5, AC = 13, BD = 16. 

a) Irodykime, kad trikampis ABD yra statusis. 

b) Apskaičiuokime atkarpos AD ilgį. 

c) Apskaičiuokime kampo tarp tiesės AD ir plokštu- 
mos (BCD) kosinusą. 

d) Apskaičiuokime kampo tarp plokštumų (ABC) ir 
(ABD) kosinusą. 


Sprendimas. a) A ABC: АС? = 132 = 169, BA? + BC? = 12 + 52 = 169. AC = 
= ВА? + ВС?, todėl pagal teoremą, atvirkštinę Pitagoro teoremai, A ABC yra statusis, 
t. y. BC L BA. Kadangi CD L (ABC), BC L BA, tai pagal trijų statmenų teoremą BD 
1 BA. Taigi A ABD yra statusis. 

b) Kadangi A ABD yra statusis (įrodėme), tai pagal Pitagoro teoremą 

AD? = ВА? + BD? = 122 + 16? = 400, AD = 20. 
Atsakymas: AD = 20. 

с) ВА LBC, BA L BD, todėl pagal tiesės ir plokštumos statmenumo požymį 
BA 1 (BCD). Vadinasi, tiesės AD projekcija į plokštumą (BCD) yra tiesė BD. Ieško- 
me < ADB kosinuso: cos АРВ T^ 0,8. 


~ Atsakymas: 0,8. 


d) Nagrinéjame dvisienį kampą, kurio briauna AB. Kadangi ВС 1 AB, BD 1 AB, 
tai kampas tarp plokštumų yra ZCBD. 
BC 5 


cos ZCBD=—=—. 5 
BD 16 Atsakymas: 16` 
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2. Stačiakampio gretasienio briaunų ilgiai 
AB = 3 ст, AD = 12 cm, AA, = 4 cm. Apskai- 
čiuokime atstumą nuo gretasienio viršūnės A iki 
įstrižainės B,D. 


Sprendimas. Ieškomas atstumas lygus ilgiui 
statmens AP, nubrėžto iš taško A į tiesę B,D. 

Panagrinékime A АВВ,. Jis yra statusis, nes 
BB, L BA. Todėl AB? = AB? + ВВ? =3* + 4? = 25; 

AB, = 5 cm. 

Kadangi B,B 1 (ABC), BA L AD, tad pagal trijų stat- 
menų teoremą В,4 .L AD. Taigi trikampis AB,D yra statu- 
sis, jo aukštinės AP ilgį reikia surasti. 

BD: = 52 + 122 = 169; BD = 13 cm, 


22 


m 
S 
v 


Sunn 75:127 30cm. 


Trikampio AB,D plotą išreiškę aukštinės AP ilgiu, gauname: 
1 1 60 
S авр 27281) ty 5 -13 - AP = 30; ABS ct 


8 
At : 4— cm. 
sakymas 13 


3*. Trikampės piramidės 54ВС pagrindas — statusis trikampis ABC; M — jo 
įžambinės АВ vidurio taškas, SA = SB, trikampio (šoninės sienos) ASB plotas 60 cm?, 
CM = 12 cm, CS = 13 cm. Kampas tarp šoninės briaunos CS ir šoninės sienos ABS 
lygus 30°. 

a) Įrodykime, kad AB = 24 cm. 

b) Įrodykime, kad SM = 5 cm. 

Е 5 c) Irodykime, kad trikampio ABS plokštuma yra statmena 
trikampio ABC plokštumai. 
d) Apskaičiuokime piramidės SABC tūrį. 
Sprendimas. a) Pakanka įrodyti, jog stačiojo trikampio ABC 
pusiaukraštinės CM ilgis lygus pusei įžambinės AB ilgio. 
Nubraižome AD||BC, BD||CA. Kadangi stačiakampio ADBC įstri- 
žainės lygios ir susikirtimo taške dalijamos pusiau, 2СМ = AB, t. y. 
4 АВ = 2 · 12 = 24 ст. 
s Sita ir turéjome jrodyti. 

b) Nagrinėjame lygiašonį trikampį ASB (SA = SB). Trikam- 
pio ASB aukštinė, nubrėžta į jo pagrindą, sutampa su pusiau- 
kraštine SM. Todėl тав -SM = 8, sp Ё -24-5М-060, 

B M A 


SM = 5 cm. 
Tai ir turėjome įrodyti. 
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c) Kadangi CS? = 13? = 169; 
CM? + SM? = 122 + 5? = 169, 
tai C$? = CM? + SM. 

Pagal teoremą, atvirkštinę Pitagoro teoremai, trikampis 
CMS yra statusis, t. y. SM L МС. 

Kadangi SM L MC ir SM LAB, tai pagal tiesės ir plokštu- 
mos statmenumo požymį SM 1 (ABS). Vadinasi, SM yra pira- 
midės SABC aukštinė. С À 

Kadangi sienos ABS plokštumai priklauso tiesė SM L (ABC), tai pagal dviejų plokš- 
tumų statmenumo požymį (ABS) 1 (ABC). Teiginys įrodytas. 

d) Nubrėžkime ААВС aukštinę CP LAB. 

Kadangi SM L (ABC) ir MP СР, tai pagal trijų stat- 
menų teoremą SP LOP. 

Taigi CP.LAB ir CP.LSP. Todėl pagal tiesės ir 
plokštumos statmenumo požymį CP L (ABS). 

Vadinasi, tiesės CS projekcija į sienos ABS plokštu- 
mą yra PS, tad kampas tarp tiesės SC ir plokštumos 
(ABS) (kuris lygus 30?) yra ZCSP. 

Nagrinėjame statųjį trikampį CPS. Kadangi ZCSP = 


1 1 
= 30°, tai СР- 2 С5-2:13-65 сш. 


1 1 
S pagr = $ллвс = 248 "СР = 3e. 24 : 6,5 = 78 cm’. 


AY 1 
Piramidés türis V — Зра" Эн : 78: 5 = 130 стз. 


w | 


1 
Hz 3 S Í SM = 
Atsakymas: 130 cmš. 


4. Ritinio formos atviro indo vidinis skers- 
muo 1 dm, sienelés storis 4 mm. Indas pagamin- 
tas iš metalo, kurio 1 m? masė 13 t 600 kg. Iš to 
paties metalo pagamintas ir indo dugnas, kurio 
storis 1 mm. Tuščio indo masė 1,8 kg. Ar tilptų į 
šį indą 0,7 1 skysčio? Atsakymą pagrįskime. 


Sprendimas. Ritinio sluoksnio, kurio aukšti- 
nė (virš dugno) Н, tūris gali būti užrašytas kaip 
dviejų (išorinio ir vidinio) ritinių tūrių skirtumas: 

V, = n(R? —P)H; čia r = 0,5 dm (vidinis spin- 
dulys), R = 0,54 dm (išorinis spindulys), л = 3,14, 
t. y. V, = n(0,54? - 0,52)H = 0,131H (dm3). 

Dūgno tūris — tai tūris ritinio, kurio spindulys R = 0,54 dm, aukštinės ilgis 
h = 0,01 dm. V, = nR?h = л: 0,54 · 0,01 = 0,009 (412). 

Visos medžiagos, iš kurios pagamintas indas, tūris 

V = V, + V, = 0,009 + 0,131H (dm). 
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Kadangi 1000 dm? masė 13 600 kg, o V dm? masė 1,8 kg, tai 
_ 1000-1,8 


= 0,132 dm*. 
13600 
Iš lygybės 0,009 + 0,131H = 0,132 randame indo aukštinės ilgį: 
Ha 5152-0009 озен 
0,131 


Indo vidinės (tuščios) dalies tūris 
Им = ПН = 3,14 - 0,52 · 0,939 = 0,737 dm? > 0,7 1. 
Atsakymas: Tilps, nes indo tūris V. = 0,7371 > 0,7 1. 


5. Kūgio formos indo sienelė — sluoksnis tarp bendrą viršūnę S turinčių kūgių 
šoninių paviršių (žr. brėžinį), yra pagaminta iš metalo, kurio 1 dm3 masė 13,6 kg. 
Indo angą juosiančio žiedo plotas 36 cm2. Raskime: 

a) indo aukštį OS, jei žinoma, kad tuščio indo masė 3 kg 264 g; 

b) indo pagrindo vidinio ir išorinio spindulių OA bei OB santykį, jeigu žinoma, 
kad į indą tilptų ne daugiau kaip 720 ml vandens. Pateikime nesuapvalintą atsakymą. 


Sprendimas 
a) Pažymime vidinį ir išorinį spindulius 
OA = r; OB = R. 


1 
Sluoksnio tūris V = 3 n(R? -r°): OS = 


1 
= 25844, OS = 12:05. 


3 
Kadangi 1000 cm? masé 13,6 kg, o V (cm?) masé 
1000-3,264 
3,264 kg, tai medžiagos (sluoksnio) tūris "A, 7“ cm“. 


Iš lygybės 12:05 = 240 randame indo aukštį OS = 20 cm. 
Atsakymas: 20 cm. 


b) Kadangi indo vidinės dalies tūris 720 cm?, galime užrašyti, kad 


1 
37-08 = 720. 


1 
Sluoksnio tūris: 37(R -r?OS = 240. 


21282 1 
Padalije antraja lygybe i$ pirmosios, gauname: > 2. t. у. R2— 2 = 373 
r 
4 г 45 
= PRN y) а 
37 = К, todėl тоо 


43 


Atsakymas: C» 
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6. Du ritiniai, kurių aukštinės vienodos, o spinduliai a (cm) ir b (cm), iš pradžių 
išlydomi, vėliau — sulydomi į vieną tos pačios aukštinės ritinį. Medžiagų nuostolių 
nėra. 

a) Raskime gauto ritinio spindulį. 

b) Įrodykime, kad gauto ritinio tūris negali būti mažesnis už 2nabH, kai H — 
aukštinės ilgis. 

Sprendimas 

a) Kadangi sulydant ritinius (be medžiagos nuostolių) tūriai susideda, tai 
nR?H = та?Н + nb?H, t. y. К = а? + b?, gauto ritinio spindulys К = үа? +b?. 


Atsakymas: va? +Ь?. 


b) Pakanka įrodyti nelygybę n(a? + b?)H > 2nabH. Tarkime priešingai: su tam 
tikromis a ir b reikšmėmis n(a? + b?)H < 2nabH, t. y. a? + b? < 2ab. 

Pertvarke reiškinį gauname: а? — 2ab + b? < 0, (a – by? < 0. 

Gautoji prieštara (klaidinga nelygybė) įrodo teiginį. 

7*. Į ritinio formos mėgintuvėlį, kurio spindulys 0,4 cm, lašinami rutulio formos 
vandens lašai. Pirmojo lašo spindulys 0,3 cm, kiekvieno kito — 10 % mažesnis negu 
prieš tai įlašinto. 

a) Įrodykime, kad n-tojo lašo tūris V, m -0,729" (ml). 


b) Laikydami lašinimo procesą begaliniu išsiaiškinkime, ar vandens lygis mégin- 
tuvėlyje pasieks 1 cm aukštį virš dugno. 


Sprendimas 
a) n-tojo lašo spindulį apskaičiuojame kaip geometrinės progresijos, kurios var- 


10% 6,9, n-tąjį narį: R, = R,g"-' = 0,3: 0,9"-*: n-tojo lašo (rutulio) 
100 96 
4n 27 


4 4 
tūris V, =— R" =—1-0,3*-(0,9*Y"1 = —.———.0,729"1, 
їп, = eR n D сз 1000 
т 


V, 2 —-.0,729"" (ml). 
250 


diklis 4-1- 


SAN : AX 2 : 9n 
b) Skaiciuojame nykstamosios geometrinės progresijos, kurios V, = —— 


250 17 


= 0,729, narių suma: V, +V, +V; +... ROM BULL MR E. В. 
"de 4 250(1-0,72) 250 271” 
36T 


Lk iii 


4 
Vandens, veri i^ = 1 cm aukšti, tūris V, = mh = x: 0,42: 1 = 0,161 = = (ml). 
25. 


25” = T. (nes 4-271 » 25-36). 


Atsakymas: Nepasieks. 
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XI klasė 
85. Apie rutulį apibrėžta nupjautinė piramidė, kurios pagrindų plotai S, ir S,. 
Įrodykime: a) kad nupjautinės piramidės šoninio paviršiaus plotas S = (45, + (5, E 
b) analogišką šoninio paviršiaus ploto formulę ir nupjautiniam kügiui, apibrėž- 
tam apie rutulį. 


Sprendimas. a) Sujungę visas nupjautinės piramidės viršūnes su rutulio centru, 
gauname п (n — pagrindo viršūnių skaičius) piramidžių, kurių pagrindai — nupjau- 
tinės piramidės šoninės sienos (trapecijos), ir dar dvi piramides, kurių pagrindai su- 
tampa su nupjautinės piramidės pagrindais. Visų šių (n + 2) piramidžių aukštinės 
ilgis lygus rutulio spinduliui R, jų viršūnė (bendra) sutampa su rutulio centru. Todėl 
apie spindulio R rutulį apibrėžtos nupjautinės piramidės tūris 


2 ог? +++ — nupjau- 


1 1 
V = 36: + 5,)К + з ©: prt OVI S 


tinés piramidės šoninių sienų plotai. 
Kadangi S, zon + ... + Sason = Š (Soninio paviršiaus plotas), tai 


1 
V= 36: + S, + S)R. 
Pagal nupjautinės piramidės tūrio formulę (imant joje H = 2R) 


V-Ž(g+5+ 5,5, J22. 


Sulygine šių lygybių dešiniąsias puses, gauname: $, + 5, +5 = 25, +25, +2,/5,5,, 


t. y. S= S +5, 42455, ања 5-(/5 JS; ) . 


4— — ?,— 


b) Irodykime analogišką formulę nupjautiniam 
kügiui, apibrėžtam apie rutulį. Nubraižykime na- 
grinėjamo figūrų junginio ašinį pjūvį. Gauname ly- 
giašonę trapeciją, apibrėžtą apie spindulio R skritu- 
li. 

Trapecijos pagrindų ilgiai lygūs nupjautinio kū- 


gio skersmenų ilgiams 2r, ir 2r, šoninės kraš- 


s ži = tinės ilgis lygus nupjautinio kūgio sudaromosios 
ilgiui /. 
Pagal apibrėžtinio keturkampio savybę 2r, + 2r, = 1 + I, t. у. r, + r, = 1. 
Taikome nupjautinio kūgio šoninio paviršiaus ploto formulę S = n(r, + r,)1. 
Įrašę į ją / = r, + r,, gauname: 5 = л (r, + ry. 


Kadangi r, = B f - Ë (S, ir $, — nupjautinio kügio pagrindu plotai), tai 
т т 


8-(/5 45). 
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5 


Y 


9. M yra trikampės piramidės SABC pagrindo krašti- 
nés AB vidurio taškas, SA=ū, SB=b, SC =. 


ū+b-2C 


Y 
UA 
"4 
Y 
га 


a) Įrodykime, kad CM = 


b) Tarkime, AS = AC = 10, AB = 20, ZBAC = 120“, 
briauna AS statmena pagrindo ABC plokštumai. Įrodyki- 
me, kad trikampis BCS yra statusis. c 

c) Apskaičiuokime (remdamiesi užduoties b duome- 
nimis) piramidės tūrį. 

d) Apskaičiuokime (remdamiesi užduoties b duomenimis) atstumą nuo taško A 
iki sienos BCS plokštumos. 


2 
4 


Sprendimas 
a) Iš pradžių pažymime, kad SM = 54+ AM, SM = SB + BM. 
Sudėję šias lygybes, gauname 25M = $А+5В+ AM + ВМ = ü b, nes АМ = -BM. 


ū+b 


ū+b 


Todėl SM = . Akivaizdu, jog CM = CS + SM --2- „taigi 


cy E 
b) Kadangi SC - 54+ AC, SB = $А+ AB, tai skaliarinė sandauga 
SC. SB = (5А+ АС)($А+ AB), t. y. SC-SB-SÀ + АС-54-54-АВ8- АС. АВ. 
Kadangi AC LSA, AB LSA, АС-54- AB-SA=0. 
О S4 =10° 2100; АС. AB -10-20- cos 120° = –100. 
Todėl SC- SB -0, SC LSB, ZBSC = 90°. 


c) Trikampio ABC plotas 5, ас - АС -AB -sin ZBAC = i 10.20. с = 504/3. 
Piramidės aukštinės ilgis H = AS = 10, todėl 


ХОЛД 


Atsakymas: La 
d) Atstumą nuo taško A iki plokštumos (BCS) randame kaip piramidės aukštinės 
ilgį, piramidės pagrindu laikydami sieną BCS. 
Kadangi SC? = $4? + AC? = 10? + 102 = 200, SC 21042, SB? = SA? + АВ? = 
= 10? + 202 = 500, SB -10V5, tai stačiojo trikampio BCS plotas 


5.5 -35С - SB = 504/10. 


Užrašę piramidės tūrio formulę V = Н 5,с,4 (d — ieškomas atstumas), gauname: 


зи 5004/3 
а= Sc Pee 


Atsakymas: J30. 


229 


230 | XI klasé 


10. Iš taško P į plokštumą ё nubrėžtas statmuo PO ir dvi pasvirosios PM ir PN, 
su plokštuma ё sudarančios kampus o ir В. Kampas tarp pasvirųjų projekcijų į plokš- 
tumą ó lygus y. Įrodykime, kad kampo y tarp pasvirųjų kosinusas cos y = sin о sin В + 
+ cos 4 cos B cos y. 


Sprendimas 


Kadangi PM = PO OM, PN = РО+ ОМ, tai 
PM -PN = PO! +0M -ON, nes 
PO-ON = PÓ-OM =0. Todėl 
PM : PN cos y = PO? + OM : ON cos y. 
Šios lygybės abi puses dalijame i$ PM : PN: 
PO PO „ОМ ОМ 


COS y =——.——+———.—— COS ү. 
PM PN PM PN 
Kadan ii S sin O, Е sin В, шан COS Qt, Lap cosB, tai 
8 PM PN PM PN 


cos y = sina sin B + cos 4 cos В cos y. 


11. Trikampio ABC viršūnės A(1; -2; 5), B(3; 4; 9), C(7; 6; 13). 
Raskime kampo tarp pusiaukraštinių AM ir BN sinusą. 
Sprendimas. Kraštinių BC ir AC vidurio taškai 
(52: 4-6. 9413 
277 D 
1-7. 246, 5413 
(52; E Ww 2! los N (4; 2; 9). T 
Nagrinėjame vektorius AM = (5-1; 5 + 2; 11-5) = (4; 7; 6), BN = (4-3; 
2-4; 9-9) = (1; -2; 0). Jų skaliarinė sandauga AM - BN = 4- 14 + 0 = -10, ilgiai 


АМ |= №42 +72 +6 = 4/101, Ян 12 +(-2)2 +0? = 4/5, kampo tarp vektorių kosinu- 


) t. y. М.(5; 55 11): 


sas cos @ = AM BN _ _ sin? g =1—cos? p = 11.100 , 20 81 81 
|AM|-|BN| - TIN NE 505 101 101 
Šis d dm 
J101 101 
Atsakymas: —— и 


101 


12. Su kokiomis x reikšmėmis trikampis АВС yra statusis, jeigu A(x; 0; 6), B(0; 
2: 10), С(25 1; 0)? 


Sprendimas. Nagrinėjame vektorius: АВ = (—; 2; 4), AC = (2 - x; 1; -6), 


= (2; -1; -10). 
1) ABL АС, AB- AC - 0; poe 
-2х-22-0, 
En -1:435; 


2 
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2) ABL BC, AB. BC = 0; -2x -2-40 = 0, 
= —21; 

3) ABL BC, АС-ВС-0, 2(2-x)-1 + 60 = 0, 
y = 315, 


Atsakymas: (-21, 31,5, 1+ 23). 


12. Piramidės pagrindas — iškilasis ketūrkampis, kurio įstrižainės tarpusavyje 
statmenos, piramidės aukštinės ilgis Н, ji eina per įstrižainių susikirtimo tašką. Šoni- 
nių briaunų ilgiai CS = L, DS = L,. Apskaičiuokime šoninės sienos CSD plotą. 

Sprendimas. Pažymėkime pagrindo įstrižainių AC ir BD su- 
sikirtimo tašką O. 

Kadangi 5С-50-0С, SD = SO+OD, tai 
5С-50-50 +50-0D+0C -50+0C -OD. 

Trys pastarosios skaliarinės sandaugos lygios nuliui (dėl ati- 
tinkamų vektorių statmenumo). Todėl SC.SD-SO'-H^, t. y. 
11, cos ọ = Н; čia ф = ZCSD. 

Pakėlę abi šios lygybės puses kvadratu, gauname: 

PË cos! p= Н“, t. y. 20 (1-sin? o) - Н“, 


Ы 8аф- 22 Н"; Sí. = 34, sing- ЗҮ -H*. 
Atsakymas: S, = z ARR -H*. 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Plokštumos o ir B viena kitai statmenos. Atkarpos AB 
(A € B, Be o) projekcijos į plokštumas a ir В yra А,В ir AB,. 

a) Įrodykite lygybę: А,В? - AB; = АВ? – AB;. 

b) Raskite piramidės А,ВВ,А tūrį, Каі А,В = AB, = 1, А,В, = 
= 0,5. 

2. Statusis trikampis, kurio statinių ilgiai 6 cm ir 8 cm, 
sukamas apie įžambinę. Raskite gauto sukinio paviršiaus plotą 
ir tūrį. 

3. Spindulio R sferos centras nutolęs nuo tiesės АВ atstumu 2R. Per tiesę AB 
nubrėžtos dvi plokštumos, liečiančios sferą taškuose C ir D. Raskite kampą tarp plokš- 
tumų (ABC) ir (ABD). 

4. Gretasienio ABCDA,B,C,D, visos sienos — vienodi rombai, ZDAB = 
= ZABB, = ZBCC, = 60°, AB = 1. 

a) Raskite skaliarinę sandaugą BB, - BC. 

b) Įrodykite, kad keturkampis BB,D,D (gretasienio pjūvis) yra kvadratas. 

5. Nurodyti taškai A(-1; 0: 2); B(0; 2; 3); C(1; 2; 3). Raskite cos ZBAC. 


A Yo 
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11.1. ATSITIKTINIAI ĮVYKIAI. VEIKSMAI SU ĮVYKIAIS 


Teorinės žinios 


Norėdami nagrinėti atsitiktinius įvykius, susijusius su bandymu (t. y. bandymo 
rezultatus), turime apibrėžti bandymo baigtis ir sudaryti bandymo baigčių aibę. 


Pavyzdys. Metamas simetriškasis lošimo kauliukas. Šio bandymo baigčių aibė 
Е = (e,,e,, es €p €s, е}; Čia e,* pažymėta bandymo baigtis, reiškianti k akių iškritimą 
(k = 1, 2, 


Pavyzdys. Panagrinėkime kelis įvykius, susijusius su simetriškojo lošimo kauliuko 
metimu. 

Įvykis 4 — metus kauliuką iškris 6 akys. 

Įvykis B — metus kauliuką iškris nelyginis akių skaičius. 

Įvykis C — metus kauliuką iškris 7 akys. 

Įvykis E — metus kauliuką iškris ne daugiau kaip 6 akys (būtinasis įvykis). 

Įvykiui A palanki vienintelė bandymo baigtis, t. y. А = {е,}. 

Įvykiui B palankios trys bandymo baigtys, t. y. B = {e}, ез, е;}. 

Įvykiui C palankių baigčių nėra, t. y. palankių baigčių poaibis tuščias. Rašome 
C = @. 


*e, žymi bendrąją e;,..., е, išraišką. 
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Ankstesnio pavyzdžio sąlygomis AUB = (e,JUte,, es, es? = te, ез, es, е}, t. y. 
įvykis AUB šiuo atveju, — metus kauliuką iškris nelyginis akių skaičius arba 6 akys. 


kiui А(1В palankios tos bandymo baigtys, kurios palankios ir įvykiui A, ir 
vy P vy 
įvykiui B. 


Nesutáikomuju įvykių sankirta lygi negalimajam įvykiui, t. y. ANB = Ø. 

Pavyzdys. A — metus simetriškąjį lošimo kauliuką iškris lyginis akių skaičius. 
B — metus simetriškąjį lošimo kauliuką iškris ne daugiau kaip 2 akys. 
C — metus simetriškąjį lošimo kauliuką iškris 1 akis. 

Raskime ANB, AUB, BNC, BUC, ANC. 


Sprendimas. Užrašome įvykiams A, B, C palankias baigtis: 
А = (e, е, е}; B= (e, e}; C= (e). 
Todėl ANB = (e,) (iškrito 2 akys); 
AUB = {еџ, €» е, eg) (iškrito lyginis akių skaičius arba 1 akis); 
ВПС = {е,} = С; 
BUC = te, ej) = B. 
Įvykiai A ir C yra nesutaikomieji (neturi jiems abiem palankių baigčių), todėl 
ANC = Ø. 


Įvykiui A palankios yra tos ir tik tos bandymo baigtys, kurios nėra palankios 
įvykiui A, todėl АПА = Ø, AU A = E, E = Ø. 

Pavyzdys. Dėžėje yra juodos, baltos ir geltonos spalvos rutulių. Nesirinkdami 
imame vieną rutulį. 

Įvykis A — paimtas rutulys baltas. Įvykis B — paimtas rutulys juodas. 

Raskime įvykius A, B, AUB, AUB, ANB. 
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Sprendimas. Apibrėžiame bandymo baigčių aibę: E = (b, j, g). Tada A = {b}, 
= (j, g} — paimtas rutulys yra juodas arba geltonas. 


B = {j}, B= (b, g} — paimtas rutulys yra baltas arba geltonas. 
AUB = (b, jy — paimtas rutulys yra baltas arba juodas. 


AUB = {е} — paimtas rutulys yra geltonas. 
ANB = {j, g) (b, g) = (g) = AUB. 


11.2. ATSITIKTINIO ĮVYKIO TIKIMYBĖ 


Teorinés Zinios 


1. Tarkime, kad bandymo baigčių aibė E = (e,, ej, ..., е,}. Laikome, kad visos 
bandymo baigtys yra vienódai tikėtinos. 
Tikimybės klasikinis apibrėžimas 


Pavyzdys. Du kartus metama simetrinė moneta. Kokia tikimybė, kad abu kartus 
iškris herbas? 


Sprendimas. Visų bandymo baigčių aibė E = ((h; А), (h; s), (s; h), (s; s). 

Įvykis А — abu kartus iškris herbas. A = ((h; h)). 

Kadangi n = 4, m(A) = 1, tai P(A)-Ž 

Pavyzdys. Du kartus metamas simetriškasis lošimo kauliukas. Kokia tikimybė, 
kad iškritusiųjų akių skaičių suma lygi 102 

Sprendimas. E = {(е,; ej), (es е,), -« (е5; е), (eg 65), (eg ёс)). Iš viso 
п = 6:6 = 36 bandymo baigtys. 

Įvykiui A (iškritusiųjų akių skaičių suma lygi i palankios baigtys А = ((e,; e), 
1 
"da 

2. Sudėtingesniais atvejais sunku surašyti visas „бый baigtis. Svarbu suskai- 
čiuoti, kiek ju yra. Tai galima padaryti taikant kombinatorikos dėsnius; juos dabar ir 
prisiminkime. 


 Kombinatüriné daugyb ТЭ 


(es; е), (es; е;)}, t. y. m(A) = 3. Gauname: P(A)= 
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Jei minėtos aibės turi bendrų elementų ir jų skaičius k, tai pasirinkimo galimybių 
yra n, + n, – k. 
Pavyzdys. Mokyklos valgykloje prekiaujama 5 rūšių pyragaičiais. Trys moksleiviai 
atskirai perka po pyragaitį. Kokia tikimybė, kad jie valgys skirtingų rūšių pyragaičius? 


Sprendimas. Kiekvienas moksleivis turi 5 pasirinkimo galimybes. Todėl pagal kom- 
binatorinę daugybos taisyklę visų bandymo baigčių skaičius n = 5 · 5 · 5 = 125. 

Įvykiui A (moksleiviai nusipirks skirtingų rūšių pyragaičius) palankių baigčių skai- 
čiaus taip pat ieškome pagal kombinatorinę daugybos taisyklę, neleisdami rūšiai pa- 
sikartoti (antram mokiniui — 4 pasirinkimo galimybės, trečiam tik 3): 


m(4) = 5-4-3 = 60, P(4) =£ - 048. 


Atsakymas: 0,48. 


Pavyzdys. Surašome visus aibės (a, b, c, d) gretinius po 2 elementus: 
(a, b), (b, a), (a, c), (c, a), 
(a, d), (d, a), (b, c), (c, b), 
(b, d), (d, b), (c, d), (d, c). 
Matome, kad gretinių i$ 4 po 2 skaičius lygus 12, kitaip tariant, A; =12. 
Gretinių iš п po m skaičiaus formulė gaunama remiantis kombinatorine daugy- 
bos taisykle: 


А? = nn ln -2)- > (n m 1), ty. S ges 


Kai m = n, gauname n elementų kėlinių (sutvarkytųjų n elementų rinkinių) skai- 


čiaus formulę: 


Derinių iš n po m skaičius žymimas Cr. 


Pavyzdys. Surašykime visus aibės (a, b, c, d) derinius po 2 elementus: (a, Б}, 
Ta, c), Ха, d), 4Ь, c), Ib, d), (c, d). 
Taigi C? = 6. 


m ! 
Deriniu i$ n po m skaičiaus formulė | C7 Ke tiy | 2 
т! m!(n— m)! 


Pavyzdys. Panaudojant skaitmenis 1, 2, 3, 4, 5 atsitiktinai sudaromas triženklis 
skaičius, kurio skaitmenys nesikartoja. Kokia tikimybė, kad jo skaitmenys išdėstyti 
didėjančia tvarka? 
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Sprendimas. E = (123, 321, 132, ... 345}, visų bandymo baigčių skaičius 


! 
n=A - 260. Įvykiui А (skaičiaus skaitmenys išdėstyti didėjančia tvarka) palan- 
kios baigtys A = (123, 124, 125, 134...) yra deriniai iš 5 po 3. Todėl jų skaičius 


si da onto SE 
O Ais 
3 
Ieškoma tikimybė P( 4) = G шээс 1 
цэ, Atsakymas: —. 


6 


11.3". TIKIMYBIŲ TEORIJOS TEOREMOS 


1. Tarkime, kad A ir B — du nesutaikomieji įvykiai, t. y. ANB = Ø. Kadangi įvykiai 
A ir B neturi bendrų (jiems abiem palankių) baigčių, tai m(AUB) = m(A) + m(B), 


UA 


dviejų (kelių poromis) nesutaikomųjų įvykių sąjungos tikimybė lygi įvykių tikimy- 
biu sumai: P(AUB) = P(4) + P(B), jei tik ANB = Ø. 


Jei A ir B — sutáikomieji įvykiai, tai m(AUB) = m(A) + m(B) - т(АПВ), о įvy- 


Кїў sąjungos tikimybė |P(4UB) = P(A) + Р(В)-Р(АПВ). 


2. Kadangi т(@) = 0 (negalimasis įvykis neturi jam palankių bandymo baigčių), 
m(E) = п (būtinajam įvykiui palankios visos bandymo baigtys), tai Р(@) = 0 — 
negalimojo įvykio tikimybė lygi 0, Р(Е) = 1 — būtinojo įvykio tikimybė lygi 1. 

Kadangi AU А = E, АПА = Ø, tai Р(4) + P(A) = P(E) = 1, t. y. 

P(A)=1- P(4). 


Pavyzdys. Dėžėje 4 balti ir 6 juodi rutuliai. Nesirinkdami imame 3 rutulius. Ko- 
kia tikimybė, kad tarp jų yra skirtingų spalvų rutulių? 


Sprendimas. Įvykis A — tarp paimtų rutulių yra skirtingų spalvų rutuliai. 
Įvykiui A priešingas įvykis А — paimtų trijų rutulių spalvos vienodos. 
Visų bandymo baigčių skaičius п = С? = 120. Įvykiui А palankių baigčių skai- 


čius т(А)=С? +С? =4+20=24, P(A)- uc 


-0,2, P(4) = 1 - P( A) = 0,8. 
Atsakymas: 0,8. 
3. Ívykiai А ir B vadinami nepriklaüsomaisiais, jei vieno i$ ju jvykimas (arba 
neįvykimas) neturi įtakos kito įvykio įvykimo (arba neįvykimo) tikimybei. 
Du įvykiai yra nepriklausomieji tada ir tik tada, kai Р(АПВ) = P(A) · P(B). 
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Pavyzdys. Kortų kaladėje 24 kortos, tarp jų 4 tūzai. Atsitiktinai imama 1 korta. 
Nagrinėjame įvykius: А — ištraukta korta yra juoda; B — ištraukta korta yra tūzas; 
АПВ — ištraukta korta yra шинж tūzas. 


Aišku, kad P(A)= СЕЕ -3 2-2, Р(В)- "un 2 == =š. 
Kadangi Р(АПВ)= m(An B) - = = ze tai Р(АПВ) = P(A) - P(B), t. y. įvykiai 
n 


A ir B yra nepriklausomieji. 


4. Jei įvykio B tikimybė priklauso nuo to, įvyko ar neįvyko įvykis A, sakoma, jog 
įvykiai A ir B yra priklaūsomieji. Tikimybė, kad įvyks įvykis B su sąlyga, kad įvykis 
A yra įvykęs, vadinama sąlyginė tikimybe ir žymima P(B|A). 

Dviejų bet kokių įvykių sankirtos tikimybė P(ANB) = Р(А) : P(B|A). 

Jei įvykiai А ir В yra nepriklausomieji, tai P(B |А) = P(B) ir Р(АПВ) = 
= P(A)- P(B). 

Pavyzdys. Dėžėje yra 6 baltos ir 4 juodos sagos. Viena po kitos traukiamos 2 
sagos, jų atgal negrąžinant. Apskaičiuokime tikimybę, kad pirmoji saga yra balta, 
o antroji juoda. 

Sprendimas. poe A — pirmoji saga balta. Įvykis B — antroji saga juoda. 


4 
Tada P( A) == 5, o P(B|A) - g? nes antroji saga traukiama jau iš 9 sagų! 
3 
Taigi Р(АПВ) = P(A) : P(B|A) = 5 


4 
Atsakymas: 15 


Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Paaiškinkite būtinojo, negalimojo ir atsitiktinio įvykių sąvokas. Pateikite pa- 
vyzdžių. 

2. Kas vadinama dviejų įvykių sąjunga? sankirta? 

3. Kokį įvykį vadiname priešingu nurodytam įvykiui? Koks įvykis yra priešingas 
būtinajam nl 


5. Kokie du įvykiai vadinami nesutaikomaisiais? Kam lygi dviejų nesutaikomųjų 
įvykių sąjungos tikimybė? 
6*. Paaiškinkite sąlyginės tikimybės Р(А |В) sąvoką. 


7*. Žinoma, kad Р(АП B) = Ar gali įvykio A tikimybė būti lygi 2? Atsakyma 
pagriskite. 
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Orientaciniai uždaviniai 


1. Du kartus metama simetrinė moneta. Pažymėję herbo iškritimą raide A, skai- 
čiaus — raide s, užrašykite bandymo baigčių aibę E. Apskaičiuokite tikimybes įvykių: 
A — abu kartus iškrito skaičius, B — abu kartus iškrito herbas, C — tik pirmą kartą 
iškrito herbas, D — tik vieną kartą iškrito herbas, G — nors vieną kartą iškrito 
herbas. 

2. Dėžėje 8 kokybiški ir 2 nekokybiški gaminiai. Nesirinkdami imame vieną ga- 
minį. Kokie tikimybė, kad jis bus kokybiškas? 

3. Paulius sugalvojo tris skirtingus skaitmenis, o Jonas — vieną. Kokia tikimybė, 
kad jis nesutaps nė su vienu Pauliaus sugalvotu skaitmeniu? 

4. Atsitiktinai užrašomas dviženklis skaičius. Kokia tikimybė, kad jo skaitmenys 
skirtingi? 

5. Naudojant skaitmenis 1; 2; 3; 5; 7, sudaromas triženklis skaičius, kurio skait- 
menys nesikartoja. Kokia tikimybė, kad šis skaičius yra 2 kartotinis? 

6*. Naudojant skaitmenis 0; 1; 2; 3, atsitiktinai užrašomas keturženklis skaičius, 
neturintis vienodų skaitmenų. Kokia tikimybė, kad jis yra 6 kartotinis? 

7*. Yra penkios atkarpos, kurių ilgiai 1; 2; 3; 4; 5. Kokia tikimybė, kad iš atsi- 
tiktinai parinktų trijų atkarpų galima sudaryti: 

a) trikampį; b) statųjį trikampį? 

8*. Dėžėje yra 6 balti ir 4 juodi rutuliai. Atsitiktinai imame tris rutulius. Apskai- 
čiuokite tikimybes įvykių: 4 — visi ištraukti rutuliai yra balti, B — visi ištraukti 
rutuliai yra juodi, C — nors vienas ištrauktų rutulių yra juodas. 

9*, Inga sugalvojo 4 skirtingus skaitmenis. Toma, mėgindama juos atspėti, sugal- 
vojo savo 4 skaitmenis. Kokia tikimybė, kad nors vienas jų sutaps su Ingos sugalvotais 
skaitmenimis? 

10*. Egzamino programoje 20 klausimų, mokinys išmoko tik 15. Kokia tikimybė, 
kad jis atsakys: a) į abu bilieto klausimus; b) nors į vieną bilieto klausimą iš dviejų? 

11*. Dėžutėje yra 4 baltos ir 6 juodos sagos. Imame po vieną sagą tol, kol iš- 
trauksime baltą. Raskite tikimybę, kad baltą sagą ištrauksime tik iš trečio karto. 
Išnagrinėkite du atvejus: 

a) ištraukta saga kaskart grąžinama atgal į dėžutę; 

b) ištrauktų sagų atgal negrąžiname. 

125, Šaulys šaudo į tolstantį taikinį. Tikimybė pataikyti pirmu šūviu p, = 0,9, 
antru p, = 0,8, trečiu p, = 0,5. Raskite tikimybę įvykių: 4 — šaulys pataikys visus 
3 šūvius, B — šaulys pataikys tik vieną šūvį, C — šaulys pataikys nors vieną šūvį. 

13*. Komisijoje trys nariai. Pirmasis priima palankų sprendimą, kurio tikimybė 
0,7, antrasis sprendimą, kurio tikimybė 0,4, o trečiasis prieš apsispręsdamas meta 
monetą. Žinodami, kad komisija priima sprendimą balsų dauguma, apskaičiuokite 
palankaus sprendimo priėmimo tikimybę. 

14". Krepšininkas, kurio pataikymo į krepšį tikimybė 5. 3” tris kartus meta kamuo- 
lj į krepšį. Apskaičiuokite tikimybę, kad jis pataikys: 

a) tik du kartus; b) tik du kartus iš eilės; c) ne mažiau kaip du kartus iš eilės. 
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15*. Antanas ir Jonas lošia kauliukais. Jie vienas po kito mėto simetriškąjį loši- 
mo kauliuką. Laimi tas, kuriam pirmą kartą iškrinta šešios akys. Žaidimą pradeda 
Antanas. 

a) Įrodykite, kad tikimybė, jog žaidimas nesibaigs po pirmų dviejų metimų, lygi 
23 
36 

b) Irodykite, kad tikimybė, jog Antanui teks mesti kauliuką tik k kartų, lygi 


e 
36) 25 


c) Apskaičiuokite tikimybę, kad žaidimą laimės Antanas. 


Pasitikrinkite 


1. Dėžutėje yra 2 balti ir 2 juodi rutuliai. Atsitiktinai imame du rutulius. Užra- 
šykime bandymo baigčių aibę ir raskime tikimybes įvykių: 4 — abu ištraukti rutuliai 
yra balti, B — ištrauktų rutulių spalvos skirtingos, C — nors vienas rutulys yra juodas. 


Sprendimas. Baltų rutulių ištraukimus Zymime b,, b,, juodų — j; jj. Bandymo 
baigčių aibė: E = {(b;; b), (j; J), (br; ji), (bi; j2), (bz; j), (bz j2)}, t. y. n = 6. Įvykiams 
A, B, C palankios baigtys: A = (БЭ, bj); B = {(b;; j), (bi; j2), (bz; Л), (25 7» 
С-106/) (by; j), (by; j2), (55 j), (bz j2)), todėl m(A) = 1, m(B) = 4, m(C) = 5. 

Ieškomos tikimybės: P( 4) = 2 P(B)- : = 3 P(C)- 2. 

2. Tris kartus metamas simetriškasis lošimo kauliukas. Kokia tikimybė, kad iškri- 
tę akių skaičiai nesikartos? 

Sprendimas. Visų bandymo baigčių skaičių skaičiuojame pagal kombinatorinę 
daugybos taisyklę: n = 6-6 ·6 = 216. 

Įvykiui А (iškritę akių skaičiai nesikartos) palankių baigčių skaičius m(A) = 
= 6:5 :4 = 120. Ieškoma tikimybė P( 4) = А) 22. A 

n 

3. Lentynoje atsitiktine tvarka sudėti 4 matematikos, 3 fizikos ir 2 chemijos va- 
dovėliai. Mokinys nesirinkdamas ima nuo lentynos du vadovėlius. Kokia tikimybė, 
kad tai vieno dalyko vadovėliai? 

9! 
2171 
Du matematikos vadovélius galima paimti C; =6 büdais, du fizikos vadovélius 


Sprendimas. Visų bandymo baigčių skaičius n = C; = 36: 


C? =3 būdais, pagaliau du chemijos vadovėlius galima pasirinkti vieninteliu būdu. 
Todėl du vieno dalyko (matematikos, fizikos arba chemijos) vadovėlius galima pa- 
sirinkti m(A) = 6 + 3 + 1 = 10 būdų (pritaikėme kombinatorinę sudėties taisyklę). 
10: 5 
Taigi P(.A) = — = —. 
M E ie 
5 
Atsakymas: 18 


239 


240 


XII klasė 


4*. Mokytojas dėsto pamoką, jei atvyksta bent vienas mokinys. Tikimybė, kad 
mokytojas neatvyks į darbą, lygi 0,05, o tikimybė, kad į pamoką neateis nė vienas 
mokinys, lygi 0,02. Raskime tikimybę, kad pamoka neivyks. 

Sprendimas. Įvykis A — pamoka neįvyks. Įvykis A — pamoka įvyks, t. y. moky- 
tojas atvyks į darbą ir klasėje bus bent vienas mokinys. Įvykis B — mokytojas atvyks 
į darbą. Įvykis C — atvyks bent vienas mokinys. A=BfC. 

Kadangi įvykiai B ir C yra nepriklausomieji, tai 

P(A) = P(B) - P(C) = (1 – 0,05)(1 — 0,02) = 0,931. 

Tikimybė, kad pamoka neįvyks, Р(4) = 1 – 0,931 = 0,069. 

Atsakymas: 0,069. 


5*. Kad gautų prizą, Jonas turi sužaisti tris teniso partijas ir laimėti nors dvi 
partijas iš eilės. Kokią partijų (žaidimų) tvarką j jam geriau pasirinkti: 1) su Čempionu, 
su Petriuku, su Čempionu ar 2) su Petriuku, su Čempionu, su Petriuku? Žinoma, kad 
Čempionas žaidžia geriau už Petriuką. 

Sprendimas. Pažymime tikimybę laimėti prieš Petriuką p,, tikimybę laimėti prieš 
Čempioną р, Atitinkamas pralaimėjimo tikimybes pažymime q, ir q; t. y. 
4, = 1-р; 4 = 1-р ні 

Įvedame įvykius: А, — laimėta prieš Petriuka, Р(4,) = ру; A, — pralaimėta prieš 
Petriuką, P( À.) = q;; А, — laimėta prieš Сетріопа, Р(4,) = p;; A, — pralaiméta 


prieš Cempiona, Р(4,) = 4, 

Domimės įvykiais: B — laimėtos nors dvi partijos iš eilės, pasirinkus tvarką PCP; 
C — laimėtos nors dvi partijos iš eilės, pasirinkus tvarką СРС. 

Įvykiui B gauname: B = (А, ПА,П A, )U(A,NA5NA,)U(A,1A,NA,). 

Kadangi turime trijų nesutaikomųjų įvykių sąjungą, o kiekvienas įvykis — trijų 
nepriklausomųjų įvykių sankirta, tai 

P(B) = Р(4,):Р(4,):Р(А,) + Р(А)-Р(4,)-Р(4,) + Р(4,):Р(4,):Р(44), t. y. 
P(B) 2 pip» di + qı Рр. + Pi P2 Pi = Pi PAG, + di + ру), P(B) = p. p, (qi + 1), nes 
q + p. = 1. B _ 

Тууш C turime: C = (4,04,04,)9(4,04,014)9(4,04:044), 

P(C) = p; P. 4 + q; Pi Рр: + p> Ру Px = Ру p; + 1). 
Telieka palyginti tikimybes P(B) ir P(O). 
Kadangi q, > q, (tikimybë pralaiméti prie$ Cempiona yra didesné), tai 


Pi p.(q; + 1) > pi pY(q; + 1), t. y. P(C) > P(B). 


Atsakymas: Žaidimų tvarka su Čempionu, su Petriuku, 
su Cempionu Jonui palankesnė. 
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6. Vaikinas ir mergina susitarė dėl pasimatymo. Tikimybė, kad vaikinas sutartu 
laiku atvyks, lygi 0,9, o tikimybė, kad atvyks mergina, lygi 0,7. 

Nagrinėjami įvykiai: V — vaikinas atvyks į pasimatymą, M — mergina atvyks į 
pasimatymą, А — pasimatymas įvyks, B — pasimatymas neįvyks, C — atvyks tik vie- 
nas iš jų. 

a) Įvykius A, B, C išreikškime įvykiais V ir M. 

5)" Laikydami, kad įvykiai V ir M nepriklausomieji, raskime įvykių A, B, C tiki- 
mybes. 

Sprendimas 

a) Pasimatymas įvyksta, kai mergina ir vaikinas atvyksta sutartu laiku, todėl 
A = VAM (įvykių sankirta). 

Pasimatymas neįvyksta, jei neatvyksta nors vienas jų, t. y. jei įvyksta nors vienas 
iš įvykių V ir M: 

B = VU M (įvykių, priešingų įvykiams V ir M, sąjunga). 

Beje, įvykiai B ir A yra vienas kitam priešingi (B= A). 

Įvykis С yra įvykių VN M (atvyko tik vaikinas) bei VNM (atvyko tik mergina) 
sąjunga: C = (ҮП M)U(V nM). 

b)* Įvykiai V ir М nepriklausomieji, tad Р(4) = P(VNM) = P(V) -P(M) = 
= 0,9 - 0,7 = 0,63. Kadangi B = A, tai P(B) = 1- P(A) = 0,37. 

Įvykiai ҮП M ir ПМ nesutaikomieji, taigi P(C) = P(VN M)+P(V n M), t. y. 
P(O) = P(V) : P(M) + P(V)- P(M), P(C) = 0,9-(1-0,7) + (1-0,9)-0,7 = 0,34. 

Atsakymas: Р(4) = 0,63, P(B) = 0,37, P(C) = 0,34. 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Du kartus metamas simetriškasis lošimo kauliukas. 

Įvykis 4 — iškritusių akių skaičių suma lygi 8. Įvykis B — iškritusių akių skaičių 
suma lygi 5. 

a) Užrašykite įvykiui 4 palankias bandymo baigtis. 

b) Užrašykite įvykiui B palankias bandymo baigtis. 

c) Apskaičiuokite įvykių A, B, AUB tikimybes. 

2. Loterijos organizatoriai parengė tris skirtingus prizus ir išplatino 60 loterijos 
bilietų. Raskite tikimybę nusipirkus bilietą laimėti: 

a) pirmąjį prizą; 

b) kurį nors prizą iš trijų. 

3. Andrius, Jonas ir Indrė sustatomi į eilę. Kokia tikimybė, kad Jonas ir Indrė 
stovės greta? 

4. Dėžėje 6 kokybiški ir 2 nekokybiški gaminiai. Nesirinkdami imame du gami- 
nius. Kokia tikimybė, kad jie abu kokybiški? 
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Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Antanas, Bronius ir Simas sustatomi į eilę. 

a) Užrašykite visų bandymo baigčių aibę. 

b) Raskite tikimybę, kad Antanas ir Bronius stovės greta. 

c) Tarkime, kad prie šių vaikinų prisijungė trys merginos. Jie visi vėl sustatomi 
į eilę. Kokia tikimybė, kad ir dabar Antanas ir Bronius stovės greta? 

2. Dėžėje 3 balti, 2 juodi ir 1 geltonas rutuliai. Iš dėžės imame tris rutulius. 
Kokia tikimybė, kad jie yra skirtingų spalvų? 

3. Jonas moka tik 20 vieno egzamino bilietų iš 30, o Kazys — tik 15 iš 30-ies kito 
egzamino bilietų. Kokia tikimybė, kad nors vienas iš jų neišlaikys egzamino? 

4. Krepšininkas mėto kamuolį į krepšį iki pirmo pataikymo. Šis krepšininkas 
pataiko į krepšį vidutiniškai 80 95 savo metimų. Kokia tikimybė, kad bus pataikyta tik 
iš antro karto? 


ХЕ 
| 2 ATSITIKTINIAI РҮРЛАГ. 
STATISTIKOS PRADMENYS 


12.1. ATSITIKTINIO DYDZIO SAVOKA 


1. Ankstesniame skyriuje nagrinéjome atsitiktinius įvykius ir ju tikimybes. Dabar 
nagrinėsime atsitiktiniūs dydžiūs — funkcijas, apibrėžtas bandymo baigčių aibėje. 


Pavyzdys. Metamas lošimo kauliukas. Bandymo baigčių aibė E = {e}, е„ ез, 64, 
es, eg). Atsitiktinio dydžio X — iškritusiųjų akių skaičiaus galimos reikšmės yra (1, 2, 
3, 4, 5,16). 


Pavyzdys. Du kartus šaunama į taikinį. Pataikymų skaičius X yra atsitiktinis dy- 
dis. Iš anksto negalima pasakyti, kiek kartų bus pataikyta. 

Aišku, kai ką mes visgi galime pasakyti. Juk žinome, kad pataikymų skaičius gali 
būti lygus 0, 1 arba 2. Jei pakanka duomenų, galime apskaičiuoti ir šių reikšmių 
įgijimo tikimybes. 

Atsitiktinio dydžio X — pataikymų skaičiaus galimos reikšmės yra 0, 1, 2. Šių 
reikšmių įgijimo tikimybes žymime P(X = 0), P(X = 1), P(X = 2). 


Pavyzdys. Šaudoma į taikinį tol, kol bus pataikyta, šovinių skaičius neribotas. 

Šiame bandyme šūvių skaičius — atsitiktinis dydis. Jo galimos reikšmės 1, 2, 3, 
4, ... (t. y. visa natūraliųjų skaičių aibė), nes iš anksto negalima pasakyti, kelintu šūviu 
bus pagaliau pataikyta. 


Pavyzdys. Loterijos organizatoriai parengė 100 loterijos bilietų ir paruošė 10 
prizų po 20 Lt, 30 prizų po 10 Lt (likusieji bilietai nieko nelaimi). Nuperkamas vienas 
bilietas. Parašykime jo laimėjimo dydžio skirstinį. 


Sprendimas. Pirmasis lošėjas pirkdamas loterijos bilietą nežino, kiek laimės, bet 
žino, kad laimėti gali arba 0 Lt (t. y. nieko), arba 10 Lt, arba 20 Lt. Radome atsitik- 
tinio dydžio X (laimėjimo dydis) galimų reikšmių aibę: (0, 10, 20). 

Randame šių reikšmių įgijimo tikimybes: 

Р(Х-20)-42--од: Р(Х--10)-427--0,3: Рейс 0,6. 

100 100 100 
dal ИЙ ЫЙ 2 


Skirstinį užrašome lentele : 
i Р(Х) 0,6 (0,3 (0.1 


Kadangi įvykiai (X = x,), (X = х,), ..., (X = x,), ... yra poromis nesutaikomi (at- 
sitiktinis dydis atliekant bandymą įgyja tik vieną iš galimų reikšmių), o vienas šių 
įvykių tikrai įvyksta, tai atsitiktinio dydžio galimų reikšmių įgijimo tikimybių suma 


lygi 1: Їр, + p, +... +р, +... = 1. 


12.2". ATSITIKTINIO DYDZIO MATEMATINĖ VILTIS 
IR DISPERSIJA 


Teorinės žinios 
1. Tarkime, kad atsitiktinio dydžio X galimų reikšmių aibė (x, x,, ..., x,, ...) ir 
skirstinio lentelė 


Pavyzdys. Miestelyje yra trys parduotuvės. Tikimybė, kad pirkėjas, atėjęs į par- 
duotuvę, ras jam reikalingą prekę, lygi 0,4. Pirkėjas lanko parduotuves tol, kol su- 
randa jam reikalingą prekę. X — pirkėjo aplankytų parduotuvių skaičius. Raskime 
atsitiktinio dydžio X matematinę viltį. 

Sprendimas. Atsitiktinio dydžio X reikšmių aibė (1, 2, 3). Pirkėjas apsilankys tik 
vienoje parduotuvėje, jeigu ras joje reikalingą prekę, todėl P(X = 1) = 0,4. 

Jei pirkėjas pirmoje parduotuvėje neras prekės, bet ją suras antroje, tai aplan- 
kytų parduotuvių skaičius lygus 2. Tad P(X = 2) = (1 - 0.4) - 0,4 = 0,24. 
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Pirkėjas, neradęs prekės dviejose pirmose parduotuvėse, apsilankys trečioje (ku- 
rioje gaus reikalingą prekę arba jos negaus). Todėl P(X = 3) yra lygi tikimybei, kad 
jis negaus jam reikalingos prekės pirmose dviejose parduotuvėse: 
Р(Х = 3) =(1-0,4)(1 - 0,4) = 0,36. 
ХАМ 12:13 


Skirstinys: Р(Х) 0,4 (0,24 |0,36 ° 


Tikrinimas: 0,4 + 0,24 + 0,36 = 1. 
Atsitiktinio dydžio X matematinė viltis EX = 1-0,4 + 2 · 0,24 + 3 · 0,36 = 1,96. 
Atsakymas: 1,96. 
2. Panagrinékime dvieju atsitiktiniu dydZiu skirstinius: 
Х|-21-1(10 (1 (2 А Ү|-6|-2 112 
PXx)01|02|03|03|01 ^"  P@| 01 |02 [03 [04 


Jų matematinės viltys 
EX = -2 : 0,1-1 -0,2 + 1-0,3 + 2-0,1 = 0,1, 
EY = —6 : 0,1- 2 - 0,2 + 1:03 + 2-04 = 0,1 
lygios, tačiau atsitiktinių dydžių X ir Y reikšmės yra nevienódai išsisklaidžiu- 
sios apie vidurkį. 
Atsitiktinio dydžio sklaidos (apie vidurkį) laipsnį apibūdina šio atsitiktinio dy- 
džio dispėrsija. 


Dispersiją galima skaičiuoti ir pagal tokią formulę: 


= ЕХ?-Е?Х; 


čia ЕХ? = x; p, * Xi p, +...+ X p, +... — atsitiktinio dydžio kvadrato vidurkis. 
Ankstesnio pavyzdžio atsitiktinių dydžių dispersijos 
DX = (-2)?-0,1 + (-1} -0,2 + 2-03 + 2? - 0,1 - 0,2? = 1,29, 
DY = (-6)?-0,1 + (-2»- 0,2 + 12 : 0,3 + 2-0,4 — 0,12 = 6,29. 
DY > DX, nes atsitiktinio dydžio Y reikšmės yra labiau išsisklaidžiusios apie 
vidurkį negu atsitiktinio dydžio X reikšmės. Teiginys teisingas ir bendruoju atveju: 


jei D(Y) > D(X), tai atsitiktinio dydžio Y reikšmės labiau išsisklaidžiusios apie vi- 
durkį negu atsitiktinio dydžio X reikšmės. 
3. Atsitiktinio dydžio dispersija yra teigiamasis skaičius, t. y. DX > 0. 
Konstantos (pastovaūs dydžio) C dispersija lygi nuliui, o matematinė T ABS уві C С. 


Atsitiktinio dydžio vidutinià kvadratiniu nüokrypiu vadinamas skaičius 
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12.3*. NEPRIKLAUSOMIEJI ATSITIKTINIAI DYDŽIAI 


Teorinės žinios 


Pavyzdys. Dviejose pirmojo lošimo kauliuko sienelėse nupiešta 1 akis, likusiose 


keturiose sienelėse — 3 akys. Antrojo kauliuko vienoje sienelėje nupieštos 3 akys, 
likusiose penkiose — 5 akys: 


= 


Metus šiuos kauliukus, iškritusiųjų akių skaičiai sudedami. Nagrinėjame atsitik- 
tinius dydžius: X — pirmojo kauliuko iškritusių akių skaičius; Y — antrojo kauliuko 
iškritusių akių skaičius; X + Y — iškritusių akių skaičių suma. 


каа ы. Р(Ү = 322 
12: del 22 : del iudi. 
4-2. todė 5 todé 
P(X=3)=-=<, 1|2 Р(Ү-5)-2, 1|5 
( J РОО 5 | ( nr ROS 
Atsitiktinis dydis X + Y gali įgyti reikšmes (4, 6, 8). 
Kadangi X ir Y yra nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai, tai 
P(X+Y=4)=P(X=1, Y =3)=P(X =1)-P(Y = Э-гтсүр 
Р(Х-Ү-6)-Р(Х-1, Y=5)+P(X =3, Y=3)= 
LX ЭК ОБ. 
= Р(Х =1):Р(У = 5)+Р(Х = 3).Р(Ү = 3) ==: +=: =—; 
(Х-1)-Р(Ү-5)-Ё(Х-3)-Ё(Ү-3)-4-24:2-0-16 
Р(Х-Ү-8)-Р(Х-3, Ү-5)-Р(Х-3) Р(Ү- 5-2-2-2. 
8 
Atsitiktinio dydžio X + Y skirstinys 5 
9 
1 29:17 
Atsitiktinių dydžių X, Y, X + Y matematinės viltys EX =1- I iii a = 
EY =3.1+ 54-15 ЕТЕР EA A 
6 3 18 18 9 


Matome, sd E(X + Y) = EX + EY. 

2. Dviejų atsitiktinių dydžių X ir Y sumos matematinė viltis lygi šių atsitiktinių 
dydžių matematinių vilčių sumai Analogiška savybė disper- 
sijai būdinga tik tuo atveju, kai atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra 


nepriklausomieji. 
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12.4", BINOMINIS SKIRSTINYS 
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Nagrinéjame п nepriklausomųjų bandymų, kurių metu įvykis А gali įvykti arba 
neįvykti. Laikome, kad atliekant kiekvieną šių bandymų įvykio A tikimybė Р(4) = p 
yra vienoda, t. y. nepriklauso nuo bandymo numerio. Tokie bandymai vadinami Ber- 
nūlio bandymais. 

2. PaZymime P(A) = 1-p = q. Ieškome tikimybės, kad atlikus л Bernulio ban- 
dymų įvykis A įvyks lygiai k kartų. Ieškomą tikimybę Zymime P, (k). 

Imkime п Bernulio bandymų, kurių metu įvykis А įvyko k kartų ir neįvyko 
n - k kartų (kókia tvarka tai įvyko, nesvarbu). Pasinaudoję įvykių nepriklausomumū, 

w Р(АП АП...ПА ПАПАП...А) = Р(А):...Р(А)-Р(А):...Р(А) = p"q"*. 
rasome аны (|| klų mr ur nd 

Kadangi tokių įvykių variantų yra CF ir jie yra nesutaikomi, tai remdamiesi ne- 
sutaikomųjų įvykių sąjungos tikimybės teorema gauname: 

P,(k) 2C; p'q"*. 

Ši formulė vadinama Bernūlio formule. 

3. Tarkime, kad atliekama n Bernulio bandymų, kurių kiekviename įvykio A įvy- 
kimo tikimybė lygi p. 

Nagrinėjame atsitiktinį dydį X, lygų įvykio A įvykimų skaičiui atlikus visus n 
bandymų. Šio atsitiktinio dydžio skirstinys | P(X 
vadinamas binominiu skirstiniu. 

Pavyzdys. Krepšininkas 3 kartus meta kamuolį į krepšį. Pataikymo į krepšį tiki- 
mybė visiems metimams vienoda ir lygi 0,6. Atsitiktinis dydis X (pataikymų skaičius) 
yra pasiskirstęs pagal binominį dėsnį (p = 0,6, q = 0,4, n = 3): 

P(X = k) = C -0,6*-0,4**, k = 0, 1, 2, 3, todėl: 

Р(Х = 0) = C? -0,6° -04* = 0,064; 

P(X =1)= Ci -0,6! -0,4° = 0,288; 

P(X =2)= C; -0.6 -0,4 =0,442; 

P(X =3)=C; -0,6* =0,4° =0,216. 

Matematinė viltis EX = 0 : 0,064 + 1- 0,288 + 2 : 0,432 + 3: 0,216 = 1,8. 


4. Atsitiktinio dydžio, pasiskirsčiusio pagal binominį dėsnį, matematinė viltis 


dispersija 
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12.5". ĮVYKIO DAŽNIS IR TIKIMYBĖ 


1. Jau žinome, kad atliekant n Bernulio bandymų tam tikro įvykio А įvykimų 
skaičius X yra atsitiktinis dydis, pasiskirstęs pagal binominį dėsnį 

P(X-k)eC'p'g*". E=0, 175, л. 

Prieš atlikdami šiuos bandymus iš anksto nežinome, kiek kartų įvyks įvykis A (t. y. 
nežinome k reikšmės). Skaičius k (apskaičiuotas empiriškai, t. y. jau atlikus n bandy- 
mų) vadinamas įvykio А dažniū. 


Suprantama, kad prieš atlikdami bandymus iš anksto nežinome, kam bus lygus 
įvykio A santykinis dažnis. Todėl w,(A4) yra atsitiktinis dydis. Kadangi atsitiktinio 
dydžio k (dažnio), pasiskirsčiusio pagal binominį dėsnį, vidurkis lygus np, tai atsitik- 
k 
tinio dydžio m vidurkis ВЭ) р. 
п 

Ryšys tarp atsitiktinumo ir dėsningumo (kaip tik juo domisi tikimybių teorija!) 

aiškėja, kai bandymų skaičius n yra labai didelis (rašome n — +). Tada įvykio A 
k 

santykinio dažnio » reikšmės koncentruojasi apie šio įvykio tikimybę p. Todėl statis- 


tikoje vartojamas toks teiginys: 
kai n didelis ir tikimybė artima vienetui, galima teigti, jog w, (025 = P(A). 
n 


Pavyzdys. Apklausus 1500 žmonių nustatyta, jog 120 balsuotų rinkimuose už kan- 


didatą M. Iš to darome išvadą: už kandidatą M balsuotų a 100 5 2896 rinkėjų. 


Tikimybių kalba tai reikštų, jog i$ apklausos padaryta išvada: „Tikimybė, jog atsitik- 
tinai pasirinktas rinkėjas balsuos už kandidatą M, P = 0,08“. 


12.6. IMTIS IR GENERALINĖ AIBĖ 


1. Tarkim, kad stebime atsitiktinio dydžio X įgyjamas reikšmes (jo skirstinys neži- 
nomas). Atliekame n bandymų, t. y. n kartų fiksuojame atsitiktinio dydžio X reikšmę. 
Tarkime, kad k, bandymuose atsitiktinis dydis įgijo reikšmę x, (t. y. įvyko įvykis X = x), 
k, bandymuose, — reikšmę x,, ..., К„ bandymuose — reikšmę х„. Visų empiriškai (t. y. 
remiantis stebėjimais) gautų atsitiktinio dydžio reikšmių rinkinys 

ias ops cuts Le МО sat 

CBE O qn, 


r дадас, m vadinamas dydžio n imtimi. 
k, kartų k, kartų km kartų 
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2. Suprantama, kad k šoko Ala ik mu. 


Imties didžiausiojo ir mažiausiojo elementų skirtumas A vadinamas imtiės pločiū: 


Skaičius k; (j = 1, 2, ..., m) vadinamas reikšmės x; dažniū. 


: К, : Уус 42185208 TEENS 
Santykis 21222 šios reikšmės santykiniü dažniū. 
n 
Jau minėjome, kad esant pakankamai dideliam n, reikšmės x; santykinis dažnis w, 
artėja prie šios reikšmės įgijimo tikimybės p, = Р(Х = х). Kitaip tariant, santykinis 
dažnis w, yra šios tikimybės empirinis įvertis. Tad atsitiktinio dydžio X matema- 
tinės vilties įverčiu laikytinas imties vidurkis (jis dar vadinamas empiriniu vidurkiū): 


= Ak, t xk, bs Ex; Ko 
X = хи +Х,0 b... WA, t. y. dup oe omes 


4*. Imties vidurkis x yra atsitiktinis dydis, nes atliktų bandymų (stebėjimų) re- 
zultatai yra atsitiktiniai įvykiai. Įrodyta, kad imties vidurkio matematinė viltis sutam- 
pa su paties atsitiktinio dydžio matematine viltimi EX = Ex. 


5*, Imties elementų sklaidos laipsnį apibūdina imtiės (empirinė) dispėrsija: 


dle -X) k,*(x,-X) k, +...+(х„ -®) k, ]. 


Imties dispersija galima skaičiuoti ir pagal tokią jd yp 
Хэв ХЕК, t x;k, +...+ X k, nx 
n-1 

Imties dispersija — atsitiktinis dydis. Jo matematinė viltis lygi atsitiktinio dydžio 
X dispersijai: Е(52) = DX. 

Kvadratinė šaknis iš imties dispersijos s = 485 vadinama imtiés vidutiniü kvad- 
аңа папар, 

6 Imties elementas, kurj atitinka didžiausias dažnis, vadinamas imtiés modà ( 


 Imtiés medianà (X...) vadinamas toks skaičius, kuris sutvarkytą imtį (surašiu: 
 mentus nemažėjančia tvarka) padalija į dvi vienodo dydžio dalis. 


Jeigu imties dydis n — nelyginis skaičius (n = 2k + 1), tai mediana yra numerio 
k + 1 elementas (skaičiuojant nuo mažiausiojo elemento). Kai imties dydis n lyginis 
(n = 2k), mediana lygi skaičių X, ir X,,, aritmetiniam vidurkiui: 

X as kai n=2k+1, 
X = 
а Да раї ne2k 

7. Apie matematinės statistikos kaip metodo esmę. 

Turime ištirti tam tikrų objektų visumą pagal konkretų požymį. Ši tiriamųjų ob- 
jektų visuma vadinama generaline aibe arba populiacija. 

Pavyzdžiui, vyksta masinė detalių gamyba. Nors gaminamų detalių ilgis turi ati- 
tikti konkretų standartą, tiksliai matuodami matome, jog ilgiai visgi skirtingi. Šiuo 
atveju generalinė aibė yra visa pagaminta produkcija, t. y. visos detalės, kurias turime 
ištirti pagal konkretų požymį — ilgį. 
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Tačiau kai elementų daug, tirti visus generalinės aibės elementus netikslinga. Tai 
ilgai užtruktų, galėtų pernelyg brangiai kainuoti. 

Todėl tyrimui parenkame imtį, t. y. atrenkame dalį objektų ir tiriame pagal kon- 
kretų požymį (pavyzdžiui, atrenkame 100 detalių ir matuojame jų ilgius). 

Sakome, jog imtis yra reprezentatyvi, jei jos elementų proporcijos atitinka gene- 
ralinės aibės elementų proporcijas. Pavyzdžiui, imtis nebus reprezentatyvi, jei tikrin- 
sime tik detales, pagamintas „sunkios dienos“, t. y. pirmadienio, rytą arba jei daugu- 
ma tikrinamųjų detalių pagamintos penktadienio popietę. 

Pavyzdys. Išmatavę 20 detalių ilgius, gavome tokius duomenis (mm): 

6. 4 7 65 


Ža (6 «6:386 
4-6 6 7157 
5. 6. 4 6 8 
Surašę matavimų rezultatus nemažėjančia tvarka, gauname variacinę eilutę: 
44 48555 5:86; Ө: бб; Ө: 6; 6; 6:67 7; T 98: 
Imties mediana X,., = ыы 938 8, 
Imties dydis n = 20, imties plotis A = 8-4 = 4. 


Dažnių skirstinys: 


Santykinis 


223 k; 
dažnis w, 2— 
n 


Imties moda Ха = 6 (nes būtent šią reikšmę atitinka didžiausias dažnis). Imties 
vidurkis (generalinės aibės vidurkio įvertis) 
+„1:3+5-4+6-9+7-3+81 =5,75 (mm). 
20 
4 .3+5 -4+6 -9+7 -3+8 -1-20-5,75 87 
19 i 76- 
52 = 1,145 (mm2). Vidutinis kvadratinis nuokrypis s = Js? «1,07 (mm). 


Imties dispersija 5^ = 


t. y 


Dažnių stulpelinė diagrama: Dažnių daugiakampis: 


11--:---r--- 


4 5 6 7 8 Deralių 7 8 Detalių 
ilgis ilgis 


Panašiai galėtume nubrėžti ir santykinių dažnių w, stulpelinę diagrama bei daugia- 
kampį. 
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8. Kai imties dydis yra didelis skaičius, imtį dalijame į kelias lygias dalis, kurios 
vadinamos klasėmis. Imties elementų, patekusių į šią klasę, skaičius vadinamas 
atitihkamos klasės dažniū. 

Pavyzdys. Tikrindami pagamintų elektros lempučių kokybę, atrinkome 100 lem- 
pučių. Rezultatai pateikti lentelėje. 


Degimo laikas (h) | [0; 50) 150: 100) | (100: 150) | [150; 200) | [200; 250] 


Grupūotos imtiés vidurkį (taip pat dispersiją) galime apskaičiuoti apytiksliai, 
skaičiuodami klasių vidurio taškų vidurkį (dispersija). Grupūotos imtiés histogramà 
vadiname figūrą, sudarytą iš stačiakampių, kurių kiekvieno plotas lygus atitinkamos 
klasės santykiniam dažniui. 

Klasės plotis 6 = 50. Sudarome lentelę: 


Santykinis Klasės vidurio | Histograma 
dažnis w, taškas 


[0; 50) 
[50; 100) 
[100; 150) 


[150; 200) 


[200; 250] 


Vidutinio lemputės degimo laiko įvertis (imties vidurkis) 
x= 25.54.75. moet 2-0 150 (8). 


Nubraižome histograma: 


50 100 150 2 Degimo 
00 150 200 250 Dau G) 


Histogramos apribotas plotas lygus 1. Patikrinkite! 
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12.7". POZYMIU KORELIACIJA 


Teorinés Zinios 


1. Tiriame n objektų pagal du požymius X ir Y, ieškodami tarp ju statistinio ryšio. 


Pavyzdys. Tarkime, kad X — detalės ilgis, Y — x 84 [6 | Ts 
jos masė. Ištyrus 6 detales, gauti duomenys surašy- У,| 12 | 15 | 16 | 20 | 20 | 25 ç 
ti į lentelę. 

Gautas skaičių poras Œ; yj) atitinka plokštumos taškai (Zr. brėžinį), kurie gru- 
puojasi apie tam tikrą tiesę. Šios tiesės krypties koeficientas teigiamas. Tokiu atveju 
sakoma, kad požymiai X ir Y yra teigiamai koreliūoti. 


Jeigu taškai (x; у;) grupuojasi apie tiesę, kurios krypties koeficientas neigiamas 
(t. y. jei x didėjant dydžiui y būdinga mažėjimo tendencija), sakoma, kad požymiai X 
ir Y yra neigiamai koreliūoti. 

Jei taškai (x; у) nesigrupuoja apie jokią tiesę, tai požymiai yra nekoreliūoti arba 
jų koreliacija silpna. 

2. Tačiau sakinys „grupuojasi apie tiesę“ reikalauja didesnio konkretumo. Išva- 
dos, padarytos vien tik nagrinėjant grafinį vaizdą, remiasi stebėtojo įspūdžiais ir nuo- 
mone. Susipažinkime su kai kuriais dydžiais, leidžiančiais tiksliau tirti požymių kore- 
liaciją. 


Turime duomenų (x; yj), j = 1, 2, ..., n lentelę: 


P6žymių empirine kovariacija vadinamas skaičius Каш Уху. 


Sandaugų vidurkis X-Y = ŽV A ttx todėl 
n 
k „Zi +y Fot EY mii a 


ху 
п 
Kai su visais j = 1, 2, ..., n teisinga lygybė y, = x; (tai vienas iš atvejų, kada taškai 
(x; у) yra vienoje tiesėje), empirinė kovariacija 
Xp +X) +... LX пх? n-l 


k 


XX 


2. x 2 . . D . . .. 
5,) Čia s, — imties Хү, Ху, ..., x, empirinė dispersija. 


n 
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Galima įrodyti, kad esant tiesinei priklausomybei y = kx + b, t. y. tuo atveju, kai 
požymius X ir Y sieja funkcinis tiesinis ryšys, empirinės kovariacijos modulis 
Ik 


=i 270172 нак : "-— (257 
„|== е. ——— 5,5) Čia s, ir s, — imčių Хү, X», ..., X, ігу, У -- У, Vidutiniai kvadratiniai 


nuokrypiai. 
Kitais atvejais s M 
^w ». . эл .. Li ` . . `. k; 
3. Pózymiu X ir Y koreliacijos koeficientū vadinamas skaičius r, SIDE 
— 8, 
n 


Ау t X2)> +... + X, -nxy 


(n-1) s,s, 
Beje, iš to, ka jau aptarėme, išplaukia, jog: 
1)-4 €2,31 
2) kai г, = +1, požymiai X ir Y susieti tiesinė priklausomybe; 
3) kai r, artimas nuliui, požymių koreliacija silpna; 
4) jei lr artimas vienetui, galima daryti prielaidą, kad požymius sieja tiesìnis 
statistinis ryšýs. 
Kai r,, > 0, požymiai yra teigiamai koreliuoti, kai r, < 0, — neigiamai koreliuoti. 
4. Esant tiesiniam statistiniam ryšiui tarp X ir Y, taškai (x; y) grupuojasi apie 
tiese, kuri vadinama regrésijos tiesé. 


Regrésijos tiesės lygtis у-у 2r, —- (x—- x). 
2 


Pavyzdys. Remdamiesi skyrelio pradžioje pateikto pavyzdžio duomenimis raski- 
me koreliacijos koeficientą ir užrašykime regresijos tiesės lygtį. 


72 _3+4+6+7+8+10 12+15+16+20+20+ 25 


Sprendimas. х < = 6,33; ne r жинг =18. 
2 г 1:023. Q2 2 x. 2 
2-5 +4“ +62 +7 i +10“-6-6,33 = 6,72; 
2 2 2 2 2 > е 402 
Ha +15° +16 =" +25“-6-18 -212. 


Imčių vidutiniai kvadratiniai nuokrypiai s, = 4/6,72 = 2,59; $, = 4212 =4,6. 
Empirinės koreliacijos koeficientas 
= 3-12+4-15+6-16+7-20+8-20+10-25-6-6,33-18 
2 5-2,59-4,6 
Kadangi koreliacijos koeficientas artimas vienetui, tarp požymių X ir Y yra tie- 
sinis statistinis ryšys. 


, t. y. 5, = 0,98. 


Regresijos tiesės lygtis y — 18 = 0,98. Эн (х— 6,33), t. y. у = 1,74x + 6,98. 


, 


Regresijos tiesė nubrėžta pirmojo pavyzdžio brėžinyje. 
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Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Paaiškinkite konkrečiais pavyzdžiais atsitiktinio dydžio sąvoką. 

2. Kaip sudaromas atsitiktinio dydžio skirstinys? 

3*. Ką parodo atsitiktinio dydžio matematinė viltis? dispersija? 

4*. Kokie atsitiktiniai dydžiai vadinami nepriklausomaisiais? 

55, Pateikite pavyzdį atsitiktinio dydžio, pasiskirsčiusio pagal binominį dėsnį. 
Paaiškinkite Bernulio formulę. 

6". Paaiškinkite atsitiktinio įvykio (baigties, stebinio) dažnio bei santykinio daž- 
nio sąvokas. Kaip suprantate teiginį, jog baigties santykinis dažnis yra jos tikimybės 
įvertis? 

7. Kaip suprantate generalinės aibės (populiacijos) bei imties sąvokas? Pateiki- 
te pavyzdžių. 

8. Kaip nustatomas imties vidurkis? moda? mediana? 

9. Kuo skiriasi imties histograma nuo santykinių dažnių stulpelinės diagramos? 

10*. Požymių X ir Y koreliacijos koeficientas r,, = -0,83. Apibūdinkite šių požy- 
mių koreliaciją. 


Orientaciniai uždaviniai 


1*. Tris kartus metama simetrinė moneta. Atsitiktinis dydis X — herbo iškritimų 
skaičius. Sudarykite atsitiktinio dydžio X skirstinį, apskaičiuokite jo matematinę viltį 
EX bei dispersiją DX. 

2*. Krepšininkas vieną kartą meta kamuolį į krepšį. Jo pataikymo tikimybė 0,7. 
Jeigu krepšininkas pataikys į krepšį — jam užrašomi 3 taškai, bei jeigu nepataikys — 
nurašomi 4 taškai (t. y. jis gauna —4 taškus). X — krepšininko gautų taškų skaičius. 
Sudarykite atsitiktinio dydžio X skirstinį ir raskite matematinę viltį. 


35. Renginio metu paruošta 50 loterijos bilietų, iš jų 10 laimi po 3 Lt, 2 laimi po 
5 Lt. Loterijos bilieto kaina 1 Lt. Perkamas vienas loterijos bilietas. Parašykite išlošio 
(išloštos sumos minus bilieto kaina) skirstinį, raskite matematinę viltį ir dispersiją. 

45. Įskaitos programoje 20 klausimų, mokinys išmoko tik 12. Laikydamas įskaitą, 
jis turės atsakinėti į du klausimus. X — teisingai atsakytų klausimų skaičius. Parašy- 
kite atsitiktinio dydžio X skirstinį ir raskite jo matematinę viltį. 

5*. Dėžutėje 6 geros ir 2 perdegusios lemputės. Imame (negraZindami) po vieną 
lemputę tol, kol ištrauksime gerą. X — ištrauktų lempučių skaičius. 

a) Parašykite atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

b) Raskite dispersiją DX. 

c) Suformuluokite įvykius (X > 1), (X < 3) ir raskite jų tikimybes. 
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6*. Nurodytas atsitiktinio dydZio X skirstinys: 


Р(Х)| р, | P2 ' (CL. 


Apskaičiuokite šio dydžio dispersija ir vidutinį kvadratinį nuokrypį. 
7*. Prietaisą sudaro trys blokai, kiekvieno iš jų gedimo tikimybė 0,1. 
a) Sudarykite atsitiktinio dydžio X (veikiančių blokų skaičiaus) skirstinį. 
b) Raskite tikimybę, kad sugedo ne mažiau kaip 2 blokai. 
85, Atsitiktinis dydis X yra pasiskirstęs pagal binominį dėsnį, EX = 2, DX = 
= 1,6. Raskite tikimybę P(X = 3). Atsakymą pateikite 0,001 tikslumu. 
9. Prancūzų mokslininkas Ž. Biufonas (1707—1788) mėtė monetą 4040 kartų. 
Herbas iškrito 2048 kartus. Anglų matematikas K. Pirsonas (1857—1936) mėtė mo- 
netą 12 000 kartų. Herbas iškrito 6019 kartų. Apskaičiavę herbo iškritimų santykinius 


dažnius abiem atvejais ir palyginę juos su herbo iškritimo tikimybe | 22 nustaty- 
kite, kurio mokslininko tikslumas buvo didesnis. 

10. 50 kartų mestas simetriškasis lošimo kauliukas. Viena akis iškrito 7 kartus, 
dvi — 5 kartus, trys — 13 kartų, keturios — 6 kartus, penkios — 4 kartus, kitais 
atvejais iškrito šešios akys. 

a) Sudarykite imties skirstinio lentelę. 

b) Nubraižykite dažnių stulpelinę diagramą ir daugiakampi. 

c) Raskite imties modą ir medianą. 

11. 122 ir 12^ klasės rašė matematikos kontrolinį darbą. Rezultatai apibendrinti 


lentelėje: 
Išspręstų uždavinių skaičius 
Juos išsprendusių 12* klasės 
mokinių skaičius 3 - 1 2 
Juos išsprendusių 12” klasės 
mokinių skaičius 


Kuri klasė sėkmingiau rašė kontrolinį darbą? Atsakymą pagriskite. 


12. Išmatuoti 10 atsitiktinai parinktų detalių ilgiai. Matavimų duomenys (mm) 
tokien T: 5:3:4:4:5:6: 75; 7:7. 

a) Raskite imties moda ir mediana. 

b) Sudarykite imties skirstinio lentelę. 

c) Raskite imties vidurkį. 

4)" Raskite imties dispersiją. 
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Pasitikrinkite 


15, Dėžutėje 3 juodi ir 2 balti rutuliai. Nesirinkdami iš dėžutės imame 4 rutulius. 

X — ištrauktų juodų rutulių skaičius. 

a) Sudarykime atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

b) Raskime EX bei DX. 

Sprendimas 

a) Mažiausiai galima ištraukti 2 juodus, daugiausiai 3 juodus, taigi atsitiktinio 
dydžio X galimos reikšmės 2 ir 3. Šių reikšmių įgijimo tikimybės: 

2 3501 

G С id -i-0 6 P(X =3)= саг YS 


Р(Х-2)- asar 
5 


Tikrinimas: 0,6 + 0,4 = 1. 


2-1:3 


Skirstinys: : 
irstinys Р(27[ 0,6 | 0,4 


b) EX=2-06+3-04=24; DX = 22: 0,6 + 32 : 0,4 — 2,42 = 0,24. 
Atsakymas: EX = 2,4; DX = 0,24. 

2. Limonado butelio etiketėje užrašyta: „Kas penktas butelis laimingas“. 

a) Ar galima teigti, jog nusipirkus penkis butelius limonado tarp jų būtinai bus 
vienas „laimingas“? 

b) Nusipirkę (skirtingose prekyvietėse) 1000 šio limonado butelių, suskaičiavo- 
me 240 „laimingųjų“. Raskite laimėjimo santykinį dažnį. Keliais procentais jis skiriasi 
nuo laimėjimo tikimybės? 

c)* Perkami 4 šio limonado buteliai. Sudarykite atsitiktinio dydžio X — „laimin- 
gu“ butelių skaičiaus tarp nupirktųjų — skirstinį. Nubraižykite jo stulpelinę diagrama. 

d)* Suformuluokite įvykius (X > 1) ir (X > 2) ir raskite jų tikimybes. 

Sprendimas 

a) Imties dydis pernelyg mažas. Laimingų butelių skaičius — atsitiktinis dydis, 
galintis įgyti reikšmes nuo 0 iki 5. Taigi nieko negalime įvardyti kaip būtinojo įvykio. 
Viską lems atsitiktinumas. 

Tikimybė, kad mažo dydžio imtis bus reprezentatyvi (t. y. atspindės generalinės 
aibės proporcijas) yra labai maža! 

240 


b) Laimėjimo Сови dažnis Жан = T0007 0,24. Рене tikimybė (ją ran- 


, PO- 


„laimingas“) p= i =(,2, t. - 100 % = 20 96. 


Taigi net ir žymiai didesnio B imtis ne visiškai (nors jau tiksliau) atspindi 
generalinės aibės proporcijas. 
Atsakymas: w(S) = 0,24; 20 96. 
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c)* Perkant butelį limonado, tikimybė laimėti siūlomą prizą ta pati ir lygi 
p = 0,2. Todėl atsitiktiniam dydžiui X būdingas binominis skirstinys: 
Р(Х =k)= p,(k) = Ci p'q"*. 
Mūsų n = 4, p = 0,2, q = 0,8. Todėl 
Р(Х =0) = р,(0) = C? p°q* = 0,8* = 0,4096; 
Р(Х =1) = р,(1) Ci pq? =4-0,2-0,8* = 0,4096; 
Р(Х =J= p.(2)9 Ср ‹=6б=0,2°+0:8®ю=0,1536; 
Р(Х =3) = р,(3) = Ср. =4: 0,7 -0,8 = 0,0256; 
Р(Х =4) = р,(4) = C, p'q' =0,2* = 0,0016. 
Tikrinimas: 0,4096 + 0,4096 + 0,1536 + 0,0256 + 0,0016 = 1. 


4 H H e 
uh 
skaicius 
d)* Įvykis (X > 2) — bent trys buteliai „laimingi“. 
P(X > 2) = 0,0256 + 0,0016 = 0,0272. 
Įvykis (X > 1) — bent vienas butelis „laimingas“. Jam priešingas įvykis — tarp 
nupirktų butelių „laimingų“ nėra, t. y. (X = 0). Todėl 
Р(Х > 1) =1-P(X = 0) = 1 - 0,4096 = 0,5904. 
35, Atsitiktinio dydžio, pasiskirsčiusio pagal binominį dėsnį, matematinė viltis 
EX = 2, dispersija 1,2. Raskime tikimybę P(X > 3). 


Sprendimas. Binominio skirstinio atveju 
EX = np, DX = npą, todėl 

np=2, 1 
2 £ Sua 
Tada p = 1-0,6 = 0,4, n = 5. 
Bandymų skaičius n = 5, P(X = k) = Ci p'q^*. 
Ieškoma tikimybė P(X > 3) = P(X = 4) + P(X = 5), t. y. 

P(X >3)= Cip'q* Cip! =5-0,4* -0,6- 0,4? = 0,08704. 
Atsakymas: 0,08704. 
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4. I$matuotos 50 detalių masės (g). Duomenys pateikti lentelėje: 


12 11 15 16 14 9 11 13 11 
10 12 14 14 10 8 16 12 12 
11 10 11 15 9 13 15 12 12 
12 8 16 14 8 12 14 10 10 
10 10 9 12 13 10 10 14 11 9 


ооо со 


a) Padaliję imtį į 4 klases, apskaičiuokime sugrupuotos imties vidurkį. Raskime 
gaunamą santykinę paklaidą (ji neišvengiama grupuojant duomenis į klases). 
b) Nubraižykime histogramą. 


Sprendimas 
а) Xmin = 8; Худ = 16. 
Imties plotis A = Xmax Ха = 8. 


Klasės plotis 8-2- 2; imties dydis n — 50. 


[8; 10) 


[10; 12) 
[12; 14) 
[14; 16] 


Sugrupuotos imties vidurkis 
-9-11-11-15413-12:15-12 — 


12 z. 
50 Ё 


Nesugrupuotos imties vidurkis (jį randame tiesiog sudėję imties duomenis ir su- 
mą padaliję iš 50) x, = 11,48 g. 
Santykinė paklaida, atsirandanti dėl imties grupavimo, 
12-11,48 
12 


-100 96 = 4,3 90. 


b) H, 


8 10 12 14 16 Detalės masė 
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Kontrolinio darbo pavyzdys : 


1. 120 kartų metamas simetriškasis lošimo kauliukas. Paaiškėjo, kad рег 105 me- 
timus neiškrito 6 akys. Apskaičiuokite 6 akių iškritimo dažnį. Keliais procentais jis 
skiriasi nuo 6 akių iškritimo tikimybės? 

2. Raskite imties 3; 8; 7; 8; 5; 4; 4; 8 modą ir medianą. 

3. Išmatuoti 10 moksleivių ūgiai (cm): 

170; 150; 160; 170; 180; 170; 160; 170; 180; 160. 


a) Sudarykite imties dažnių lentelę, nubraižykite dažnių stulpelinę diagramą 
ir daugiakampi. 
b) Apskaičiuokite imties vidurkį. 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Knygyne yra 3 knygos, kainuojančios po 2 Lt, 4 knygos, kainuojančios po 5 Lt, 
ir viena knyga, kainuojanti 10 Lt. 
X — atsitiktinai paimtos knygos kaina. Sudarykite atsitiktinio dydžio X skirstinį, 
raskite jo matematinę viltį ir dispersiją. 
2. 10 kartų metama simetrinė moneta. 
a) Raskite tikimybę, kad herbo iškritimų santykinis dažnis įgis reikšmę 0,2. 
b) X — herbo iškritimų skaičius. Apskaičiuokite EX, DX, P(X > 8), P(X > 1). 
3. Išmatuoti 20 medelių aukščiai (cm), duomenys sugrupuoti: 


Medelio aukštis 


[40; 44) [44; 48) [48; 52) [52; 56) [56; 60] 


Medelių skaičius 


a) Raskite imties vidurkį. 
b) Nubraižykite histogramą. 


259 


A sa 
13 FUNKCIJOS RIBA TAK 
TOLYDUMAS 


13.1. FUNKCIJOS TOLYDUMAS 


1. Norint ištirti funkciją, būtina žinoti arba surasti jos apibrėžimo sritį. 


Pavyzdys. Funkcijos f = apibrėžimo sritis D(f) = (—=; 0)U(0; +). 
x 


Funkcijos grafikui nubraiZyti sudarome daline šios funkcijos reikšmiu lentele: 


BraiZydami grafika, jungiame koordi- 
načių plokštumoje pažymėtus taškus toly- 
dži4ja (nenutrūkstama) kreivė, kai x < 0, ir 
kita tolydžiąja kreive, kai x > 0. Kitaip 
tariant, funkcijos grafike nėra taškų, kurių 


x= 0). 


те Кың и ааа 
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Sakome, kad funkcija fe)= yra tolydi intervaluose (о; 0) ir (0; +). 
Kitaip tariant, funkcijos f(x) apibrėžimo sritis yra jos tolydūmo intervalų sájunga. 

Taškas x, = 0 vadinamas šios funkcijos trūkio taškū. 

Tikslesnį funkcijos tolydumo sąvokos apibrėžimą pateiksime vėliau. Iš pradžių 
tolydūmą aiškinsime kaip funkcijos grafiko (kreivės) nenutrūkstamumą. T. y. jei tam 
tikrame intervale galima braižyti funkcijos grafiką neatitraukiant brėžimo priemonės, 
sakysime, jog minėtame intervale funkcija yra tolydi. 

2. Kiekviena elementariėji fūnkcija, t. y. funkcija, kurią galima išreikšti vienu 
reiškiniu, pavyzdžiui, f(x) = 3*, f(x) = log, (6 — x), f(x) = Ig (sin х), yra tolydi bet ko- 
kiame intervale, kuris priklauso jos apibrėžimo sričiai. 

Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = log, (4 – x) tolydümo intervalūs. 

4-х»0, 

Sprendimas. Randame funkcijos apibrėžimo sritį: 4х»0, 

x1. 

Išsprendę nelygybiu sistemą, gauname D(f) = (0; 1)U(1; 4). Taigi funkcijos toly- 
dumo intervalai (0; 1) ir (1; 4). 

Х, kai x € 0, 


р išreiškiama dviem skirtingais reiškiniais, 
2-x, kai x>0, 


35. Funkcija ®-=| 
tad néra elementarioji. 

Kiekvieną x e R pagal nurodytą taisyklę atitinka vienintelė funkcijos reikšmė. 
Norint ją surasti reikia pasirinkti atitinkamą reiškinį, pavyzdžiui, 

f(-3) = -3, nes -3 «0, 

ҚО) = 0, nes x = 0 tenkina sąlygą x < 0; 

f(0,5) = 2-0,5 = 1,5, nes 0,5 > 0. 

Funkcijos apibrėžimo sritis D(f) = (о; +). 


Nubraižę šios funkcijos grafiką (tiesės y = x dalis, kai x € 0, ir tiesės y = 2-x 
dalis, kai x > 0) matome, kad taške x = 0 funkcija nėra tolydi. Taškas x = 0 yra šios 
funkcijos trūkio taškas. 

Taigi funkcijos, išreikštos ne vienu, o dviem arba keliais reiškiniais, gali nebūti 
tolydžios intervaluose, kurie priklauso apibrėžimo sričiai. 
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4. Turime mokėti surasti ne tik funkcijos tolydumo, bet ir funkcijos reikšmių 
pastovaus ženklo intervalus. 

Funkcijos, kuri yra tolydi ir neįgyja reikšmės, lygios nuliui, tam tikrame intervale, 
rėikšmės šiame intervale išlaiko pastovų ženklą. 

Taigi funkcijos reikšmės gali keisti ženklą tik trūkio taškuose ir taškuose, kuriuo- 
se funkcijos reikšmė lygi nuliui. 


Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x)= E reikšmių pastovaus ženklo intervalus. 
х 


Sprendimas. Funkcijos apibrėžimo sritis (tolydumo intervalų sąjunga) 


D(f) = (-<; 0)U(0; +æ). Funkcijos f(x) Lu 


ir x = -3. 
Skaičių tiesėje žymime trūkio tašką x = O ir taškus x = +3. Gauname funkcijos 
reikšmių pastovaus ženklo intervalus: 


reikšmė lygi nuliui, kai x = 3 


3 0 3 х 
Kiekviename ju pasirinkdami vidinį tašką, randame funkcijos reikšmių ženklą, 
pavyzdžiui, 


pa 6203 fen- EA g, 
fo EE o, pa 9619.0, 

Atitinkamus ženklus rašome intervaluose. Taigi kai xe (-3: 0)U(3; +), f(x) > 0, 
kai xe (—; -3)U(0; 3), f(x) < 0. 


Pateikiame funkcijos f(x)= x эж grafiko eskiza: 
x 


Funkcijos grafiko taškai yra virš x ašies (f(x) > 0), kai x e (-3; 0)U(3; +), 
ir žemiau x ašies, kai хє (—; -3)U(0; 3). 
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13.2. FUNKCIJOS RIBA TASKE 


1. Tarkime, kad funkcija yra apibrėžta tam tikrame intervale, išskyrus galbūt jo 
vidinį tašką x, = a. 

Sakoma, kad funkcijos f(x) riba taške a (kai x — a) yra lygi skaičiui b, jeigu x 
reikšmei artėjant prie skaičiaus a atitinkama funkcijos reikšmė artėja prie skaičiaus b. 


Rašoma: | lim f(x) = b. 
Sin x 


Pavyzdys. Funkcija f(x) = —— yra apibrėžta ir tolydi visoje realiųjų skaičių aibė- 
х 


je. išskyrus tašką x = 0. Tačiau kai x — 0, funkcijos f(x) reikšmė artėja prie 1. Tai 
iliustruoja lentelė. 


0,479426... 0,198669... 0,099833... 0,009999... 


Em smg 0,958851. 0,993347... 0,998334... 0,999983... 
X 


Yra įrodyta, kad lim шэн 
x! X 
: X'-4x | 4 lx x 
Pavyzdys. Funkcijos f(x)= apibrėžimo sritis D(f) = (—=; 2)U(2; +). 
Х- 


хо = 2 yra taškas, kuriame reiškinys f(x) neturi prasmės. 
Kai x + 2, reiškinį pertvarkome taip: 
— 2 —=— rx(x*2)- x! «2x. 
x-2 x-2 x-2 
Taigi funkcijos f(x) grafikas yra parabolė y = x? + 2x, nu- 
trūkstanti taške (2; 8) (žr. bréZin. — | | VY nas 
Kai x — 2, funkcijos reikšmė (tai matyti iš grafiko) 


3-2 
х 4x 8 


artéja prie 8, taigi lim 
x32 


tl----------7—- 


x! -4x43 


Pavyzdys. Apskaiciuokime lim 2-1 
X. X - 


Sprendimas 


2 - - 
т^ uci MN (x—1)(x1->3) .. 


а dada 
x4 x!'-1 (x (+) хэх41 1410 


Atsakymas: -1. 


263 


264 | XII klasė 


13.3". FUNKCIJOS RIBOS TAŠKE IR FUNKCIJOS 
TOLYDUMO APIBRĖŽIMAI 


Teorinės žinios 


Al. Sakoma, kad skaičius b yra funkcijos f(x) riba taške a (lim f (z) =b), jeigu 
kiekvienam (kiek norima mažam) teigiamajam skaičiui € > 0 egzistuoja teigiamasis 
skaičius 6 > 0 (priklausantis nuo £) toks, kad su visomis x reikšmėmis, tenkinan- 


čiomis sąlygą |x — a | < $; (x + a), atitinkamos funkcijos reikšmės tenkina nelygybę 
0) –- 65| <, 1. у. Б- е < Дх) < b + е. 


Pavyzdys. Funkcija f(x) = x? + 1. Įrodykime, kad lim f) 1. 
Įrodymas. Kad ir koks būtų £ > 0, nelygybė 1-e < f(x) < 1 + &t.y.1-e«x? + 


+1<1 + є, yra teisinga, kai x? < g, t. y. kai 0 - Je < x < 0 + Ve. Taigi kiekvienam 
g > 0 galima rasti ë > 0 (šiuo atveju &= V£) tokį, kad su visomis x reikšmėmis, ten- 
kinančiomis sąlygą |x| < Š, funkcijos f(x) reikšmės tenkintų nelygybę |f(x) - 1| < e. 
Šiuos teiginius iliustruoja brėžinys. 


Pavyzdys. Panagrinėkime funkciją f(x)= £ 


,aeR,ceR. 
х-а 
Irodykime, kad riba lim f(x) neegzistuoja. 
Reikia įrodyti, kad kiekvienam M > 0 atsiras 6 > 0 toks, 
kad su visais x, tenkinančiais sąlygą |x — a| < б (хаа), 


atitinkamos f(x) reikšmės tenkintų nelygybę |f(x)| » M. 


Tikrai, kad ir koks būtų M > 0, nelygybė > M yra 


c 
Х-а 


teisinga, kai |x — a | < $; (x za); ба 5-3. 


Analogiškai įrodoma, kad neegzistuoja riba lim su visais a € R, ce R. 


xta 

A2. Sakoma, kad skaičius b yra funkcijos f(x) riba, kai x — +%, jei kiekvienam 
(kiek norima mažam) ғ > 0 egzistuoja skaičius M > 0 (priklausantis nuo £) toks, 
kad su visomis x reikšmėmis, tenkinančiomis sąlygą x > M, atitinkamos funkcijos 
reikšmės tenkintų nelygybę |f(x) - b|< e. 


АЗ. Sakoma, kad skaičius b yra funkcijos f(x) riba, kai x — —ee, jei kiekvienam (kiek 
norima mažam) £ > 0 egzistuoja M > 0 (priklausantis nuo £) toks, kad su visomis 
x reikšmėmis, tenkinančiomis sąlygą x < —M, atitinkamos funkcijos reikšmės ten- 
kintu nelygybę |f(x) - b| < e. 
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Pavyzdys. Įrodykime, kad lim -2.= 0, kai a € R, k > 0. 
xh X 


Įrodymas. Nelygybė |f(x) - 0| < e, t. y. — p 


>й, (8 y. 


1 
al k 
Esant teigiamajam x (|x| =x), kai x > M; čia M 48| „ funkcijos reikšmės 
g€ 


—|<=, £ > O yra teisinga, kai 


tenkina nelygybę |f(x) - 0| < e. 


Pavyzdys. Irodykime, kad lim < 0. 
1-0 x 


Irodymas. Nelygybė LT <g, £ > 0 yra teisinga, kai ||} > . Esant neigiamajam х, 
n 


t. y. |x| = — turime (-x)* LH | kitaip tariant, (B Ч 
Ë 


Taigi, kai x «-М, čia M = Ë iš funkcijos reikšmės tenkina nelygybę 
|Д) - 0| < =. 


1 1 
Pavyzdys. Įrodykime, kad lim ——— = 0, =1, 
avyzdys. Įrodykime, ka lim 2541 1 


lim 
„Masė ES 


Įrodymas. 1) Nelygybe |f(x)| < e, t. y. 5 : 


<£, yra teisinga, kai 2" +1 > L ki- 
+1 £ 


E : 1 
taip tariant, x > log, e : 
Paaiškinimas. Kiekvienam kiek norima mažam £ > 0 laikome, kad zu) 


egzistuoja M = log, Ld > 0 toks, kad su visais x > M funkcijos reikšmės tenkina 
e 


nelygybę |f(x)|< e. 


2) Nelygybė |f(x) - 1| < e, t. y. 1-2 <£, yra teisinga, kai 2* +1 <. 


-6 
Kitaip tariant, kai x « log, (т) tai x<-log, (25) t. y. kiekvienam kiek 
=Ė Е 


norima mažam ғ > 0 (laikome, kad 0 <е<1) egzistuoja toks М = log, (= :)= 
£ 


= log, (1-1) >0, kad su visais x < — M funkcijos reikšmės tenkina nelygybę |f(x) - 
Е 


-1|« =. 
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Grafiškai tai atrodo taip: 


A4. Sakoma, kad funkcija f(x) yra tolydi taške a є D(f), jeigu šios funkcijos riba 
taške a yra lygi funkcijos reikšmei šiame taške, t. y. jeigu lim f(x)= f(a). 


A5. Sakoma, kad funkcija f(x) tolydi intervale, jeigu ji yra tolydi kiekviename šio 
intervalo taške. 


Pavyzdys. Apskaičiuokime lim J6- lg x. 


Sprendimas. Funkcija (х) = {/6-16 х apibrėžta intervale x € (0; 105], ji taške 
x — 100 yra tolydi, nes 100 є (0; 105]. Todel lim f(x) = f(100) -46-18100-2. 
Atsakymas: 2. 


13.4". PAGRINDINĖS RIBU SAVYBĖS 


1". Pastovaus dydžio, t. y. konstantos, riba bet kuriame taške lygi šiai konstantai, 


kitaip tariant, limc =c su visais a € R. 
xa 


2". Jei egzistuoja ribos lim f(x) ir lim g(x), tai 


lim (/(х)# в(х)) = lim Ух) + lim g(x), lim (f(z)-g(z)) = lim fGo-limg(x), 


xa 


mf- A f(x) 
хэв g(x) limg(x) 


„jei tik lim g(x) z 0. 


3“. Jeigu lim f(x) =b ir funkcija g(x) yra tolydi taške b, tai 
lim (2) = | нв у) = 80). 


9; Joy нв 10x-2. ju) а в 252) 


X4 x+3 Xx 


Pavyzdys. Apskaiciuokime: a) иш DuC Ue 


zn х) _ sin юэ -3lim sin sin(3x) | TN 1 
m xcos(3x) 20 Зх »90 cos(3x) 


S 99 Цэх je lig S51, 


Sprendimas. a) pup 


Sias ribas skaičiuojame taip: lim 
x30 


ua ИРЕ TES PEL lim 2 ges. -3-1-1-3. 
хэ0 cos(3x) lim соѕ (3х) cos 0 
x0 


Atsakymas: 3. 
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397, 
E 10-2 :10- lim 2 lm =0; oo 
b) lim - lim = Бе * 2 =10. 
н qu 1-2 Чап Лр 72150 
x x9 X хә+е X 


Atsakymas: 1. 


13.5". SKAICIUS e. NATÜRALUSIS LOGARITMAS 


1 
1. Panagrinékime funkciją f(x)=(1+x)*, D(f) = (-1; 0)U(0; +). 


Reikia nustatyti, kaip kinta funkcijos reikšmės tolydumo intervaluose, kai x — 0. 


2,867972... 2,731999.4 2,718478... 


0,1 0,01 0,0001 


2,593742... 2,704814... 2,718146... 


Lentelės duomenys padės suvokti prasmę teiginio, kuris yra griežtai įrodytas 
aukštosios matematikos kurse. 


t 
Funkcijos f(x) =(1+x)* riba taške x = 0 egzistuoja ir yra iracionalusis skaičius. 


Ši riba vadinama skaičiumi e. Skaičius e yra iracionalūsis skaičius: 
e = 2,71828182459045... = 2,72. 


1 
Funkcijos f(x)=(1+x)* grafikas parodytas brėžinyje. 
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£ 
2. Įrodykime formulę lim (1-0) =e", ae R. 


Įrodymas. Pritaike keitinį t = ox (t — 0, kai x — 0) gauname: 
В naudojamės funkcijos Na 
lim (1+0x)* = lim (1-0) 24g(x)2x*tolydumu >= Ë (1 e) ze 
ta&ke e 


1 
Pavyzdžiai: 1) lim (1+3x)* =ë 
x a 
2) im(1+ž) =e? = үе; 


Loc p= 3 2 LT 
3) im (5-2 22 [ctim aen -| айн | =e. 


3. Gamtos moksluose ir technikoje plačiai taikoma 
eksponentinė fünkcija — rodiklinė funkcija f(x) = ех 

Kadangi e > 1, šios funkcijos reikšmės didėja visoje 
D(f) = R. Jos grafikas pavaizduotas brėžinyje. 

Funkcijai f(x) = e atvirkštinė funkcija yra logaritmi- 
nė funkcija, kai logaritmo pagrindas yra skaičius e, t. y. 
g(x) = log, x. 

Logaritmas pagrindu e vadinamas natüraliáoju loga- 
ritmū ir žymimas In x. Taigi funkcija, atvirkštinė eksponen- 
tinei funkcijai, yra g(x) = In x. 

Jos reikšmės didėja visoje D(g) = (0; +). Šios funk- 
cijos grafikas pavaizduotas brėžinyje. 


Užduotys žinioms įtvirtinti 


1. Konkrečiais pavyzdžiais paaiškinkite, kaip suprantate funkcijos tolydumo są- 
voką. 
2. Ar funkcija f(x) --5- уга tolydi: 
х-2 
a) intervale (-1; 1); b) intervale (-3; 0)? Atsakymą pagriskite. 
3. Kuo skiriasi funkcijos: 
: zx : 2 
a) (х) =x ir g()- 7 b) fe) =x ir (х) = (Ух) ? 
4. Konkrečiais pavyzdžiais paaiškinkite funkcijos ribos, kai x — a, sąvoką. 


55, Kas yra skaičius e? Kam lygi jo apytikslė reikšmė? 
6*. Kas yra natūralusis logaritmas? Kam lygu: a) In e; b) In e$? 
7*. Suformuluokite funkcijos ribos taške apibrėžimą. Paaiškinkite jį pavyzdžiu. 
8*. Suformuluokite Jums žinomas ribų savybes. 
1 


9*. Remdamiesi funkcijos f(x)=(1+x)* grafiku, nustatykite jos reikšmių sritį. 
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Orientaciniai uzdaviniai 


1. Raskite funkcijos tolydumo intervalus: 


a) f(x) = Jx + /x—3; b) f(x) - x? -3x; 
c) f(x) = lg x + Ig (x + 10); d) f(x) = Ig (X? + 10x); 
4x42 
e) f(x) L. 
x-2 
2. Raskite funkcijos reikšmių pastovaus ženklo intervalus: 
a) f(x) = x? + 5х- 6; b) f(x RE 
c)* f(x) = log, (4-х); d) f(x) = log, x - 3; 
e)* f(x) 4x *6 - x. 
3*. Išspręskite nelygybę: 
a) log. x Z 0; b) Vx+2 > x; 
c) е2 «1; d) In (x + x —x5) > In x. 


1-х, kai x «0, 
4*. Raskite taškus, kuriuose funkcija f(x)=| 2“, kai 0« x €3, nėra tolydi. 
5x3 skal x3; 


0, x<-T, 
5*. Su kokia a reikšme funkcija f(x)=|sinx, —T<x<Ū, yra tolydi visoje 
2-0. ' X> Ü; 
apibréZimo srityje? 


6. Apskaičiuokite ribą: 


a) lim (28-42), b) lim Ž 2 = 
c) lim sme. d) lim * 22 

xƏ1 = RS NP 

2 — t . 

digi p" lig Sin (G) sins 

x1 X —x x0 X 

gj“ di E05 вх) EU, h)* lim 
x20 Х шоуг x 


А x 
i)* lim (Væ +9х - x); pt Tan 


4x 
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Pasitikrinkite 
Ух 
х-2 
a) raskime šios funkcijos tolydumo ir reikšmių pastovaus ženklo intervalus; 
b) išspręskime nelygybę f(x) 2 0. 


1. Žinodami, kad funkcija f(x)= 


Sprendimas 


y B. t. y. D(f) = [0; 2)U(2; +). 

Funkcijos tolydumo intervalai уга (0, 2) ir (2; +). 

Funkcijos f(x) reikšmė lygi 0, kai skaitiklis /x lygus 0, t. y. taške x = 0. Todėl 
tolydumo intervalai yra funkcijos f(x) reikšmių pastovaus ženklo intervalai 


4 а 


1 
Р) = 1^ 0 f(2- 22 0, taigi intervalų ženklai tokie: 


M "EPI 
a) Apibrėžimo sritis 
Ж 


- - 


0 2 х 
Atsakymas: f(x) > 0, kai x e (2; +); f(x) < 0, kai x e (0; 2). 
b) Nelygybė f(x) 2 O yra ekvivalenti visumai f(x) > 0 arba f(x) = 0. 
Atsakymas: x є (2; +)U {0}. 


2, kai x«0 


2*. Su kokia a reikšme funkcija f(x)= * yra tolydi visoje api- 


a+x, kai x20, 
brėžimo srityje? Su gautąja a reikšme nubraižykime funkcijos grafiką. Raskime funk- 
cijos reikšmių sritį. 
Sprendimas. Funkcijos apibrėžimo sritis D(f) = R, nes kiekvienam x є R nurody- 
ta funkcija priskiria tam tikrą jos reikšmę. 
Kai x < 0 ir kai x > 0, f(x) yra tolydi dėl elementariųjų funkcijų y,(x) = 2* ir 
y(x) = a х tolydumo. 
Lieka dar viena būtina sąlyga, kad funkcija būtų tolydi taške x = 0, t. y. kad 
у\ (0) = lim y, (x). 
Kitaip tariant, 2? =a + 0, а = 1. 
2",.-kai x«0, 


Braiž funkcij = fiką: 
raižome funkcijos f(x) нэ ыг хэй grafika 
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3. Apskaičiuokime ribas: 


228 — 
а) ви? n b) lim xen 3 
хээ  9-— x32 
Sprendimas 
2. — — 
a ji 5. (ы) ш lim 26-3 _ p х+2__3+2__5 
x3 9-х хэз (3—х)(3+х) = (3-x)(3+x) =»3+x 3+3 6 


Atsakymas: -2, 


шэн lim *x- 3( 7x43). lim 7+x-9 
TAM jd Цэх 43) | 2 e 27x43) ` 
1 


"tior Е a LG 74243 +3 "e 


b) jun 


1 
Atsakymas: е, 


45. Apskaičiuokime ribas: 


cos (6x) - 1 : 2 3х-2 
л------ Ы) 1 416x.-3x-4x| с) lim ————-. 
a) ЯМ x sin X ) ME | 5 + x) ) x—— F +2х 


Sprendimas 
a) Kadangi cos (6x) - 1 = —2 sin? (3x), tai 
cos(6x)-1 _ 2sin'(3x) _ - lim віп (3х) 9x | 


lim - —lim - 2 ^ 

x90  xsinx x90 xsinx x30 9х sin x 

= 2 lim sin EOM 9x T“ sm) iunc. 

x0 lim sinx x20 deu sinx' 
„Si 3х sin t X 1 

MUS у Med linee ir lim —— =— 

lim t х-0 sin x lim sın x x 

x0 Х 


Atsakymas: -18. 


(iex? +3x -4x) (М6 +3x +4x) 
V16x7 +3x +4x 


b) lim (Vies? +3x-4x) = lim 


= 16x? + 3x - 16x? реА Зх 
хэн" J16x!-3x 4x "= 416х? +3х ык. 
skaitiklį ir vardikli х 3 3 3 3 
- p " = lim зш4-- 0)- ==, 
dalijame iš x > 0 x 416-4 8 


jo J6+244 
X 


3 
Atsakymas: 87 


272 


XII klasė 


2 
.  4x-2 [skaitiklį ir vardikl] |. 377 (2 -3 
с) lim ——= k = lim -45-0у-----3. 
хэ- Jx2+2x  (dalijame iš-x>0]J хэ- me х Л 
Х 
Atsakymas: -3. 


1 
55, Apskaičiuokime lim In (1+лх)*. 


1 
Sprendimas. Taikome formule lim (1+kx)* =e“.Iš pradžių skaičiuojame ribą: 
1 1 
lim (1+ nx)* =e". Kadangi funkcija In x taške e" yra tolydi, tai lim In (1 +7x)* = 
= Іа (е) =ліпе=л:-1=т. 
Atsakymas: л. 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Raskite funkcijos tolydumo intervalus: 


a) Л) = Ы) fQ-- 


2. Raskite funkcijos reikšmių a ženklo intervalus: 
a) f(x) = x° - 9x; b) f(x) = 3 — 3~. 


x^ 


ын 


3. Apskaičiuokite ribą lim Ž 


ix x 


4. Nubrėžkite funkcijos f(x) 3535-10 grafiko eskizą. Apskaičiuokite šios 
x- 


funkcijos ribą taške, kuriame funkcija nėra apibrėžta. 


Kontrolinio darbo pavyzdys А 


1. Raskite funkcijos f(x)= 223 š 
x 


xi 


a) tolydumo intervalus; 
b) reikšmių pastovaus ženklo intervalus. 


2. Nubrėžkite funkcijos f(x) = e'"* grafiką. Remdamiesi grafiku, apskaičiuokite 


3. Apskaičiuokite: 
cos (4x)-1, те (2-2) 
8) n d E x43 


1 
c) lim (6x 4-1). 


4. Išspręskite nelygybę In (x2 — е2) <2 + In 3. 


Am 
14 runkcuos ISESTINE 
IŠVESTINĖS TAIKYMAI 


14.1. FUNKCIJOS ARGUMENTO POKYČIO 
IR FUNKCIJOS REIKSMIŲ POKYCIO SĄVOKOS 


1. Tarkime, kad funkcijos y = f(x) argumentas kinta nuo reikšmės x, iki reikšmės 
х, Argumeñto x pokyčiu vadinamas skirtumas Ax = x, -x Funkcijos reikšmių f(x,) 
ir f(x) skirtumas Af(x,) = f(x) — fix) vadinamas fūnkcijos reikšmių pokyčiu taškė ху, 
atitinkančiu argumento pokytį Ax. 

Funkcijos reikšmių pokytis taške x,, atitinkantis argumento pokytį Ax, išreiškiamas 
formule Af(x,) = f(x, + Ax) - f). 

2. Jei Ax > O, [xy x; + Ax] c I ir intervale I funkcijos f(x) reikšmės didėja (ma- 
žėja), tai funkcijos reikšmių pokytis taške xç, atitinkantis argumento pokytį Ax, yra 
teigiamas (neigiamas). 

3. Funkcijos reikšmių pokytis Af(x,), atitinkantis argumento pokytį Ax, rodo funk- 
cijos grafiko taško ordinatės pokytį, kai šio taško abscisės pokytis lygus Ax. 


1 brėžinys 2 brėžinys 
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Tiesė, turinti su kreive (funkcijos grafiku) du bendruosius taškus, vadinama šios 
kreivės kirstinė. 

Panagrinékime kirstinę ММ, einančią per funkcijos y = f(x) grafiko taškus (Zr. 
1 brėžinį) Му(ху; f(xo)) ir М(х, + Ax; f(x; + Ax)). 

Iš 1 brėžinio matyti, kad kirstinė М,М su x ašies teigiamąja kryptimi sudaro 
kampą, kurio tangentas tg ф = tg ZPM,M = Cr Sa Аа), 

М,Р Ах 

Af (xo) _ /(% + A3 - f(x) 


Ax Ax 


4. Išnagrinėtas santykis rodo funkcijos f(x) reikšmių 


kitimo vidutinį greitį intervale (ху x, + Ах]. O kaip apibūdinti funkcijos reikšmių 


f(x тан Ла) . Jei & 
X 
riba egzistuoja, tai taškui M artėjant kreive prie taško M, kirstinė M,M, besisukdama 


apie tašką M,, artėja prie tam tikros ribinės padėties. 


kitimo greitį pačiame taške хү? Jis suvokiamas kaip riba lim 


14.2. FUNKCIJOS IŠVESTINĖS SAVOKA 


= lim 2 шэн 
Funkcijos f(x) išvestinė taške х, žymima f'(x,): | (х) = EO r 


2. Išvestinės geometrinė prasmė: jei funkcijos f(x) išvestinė taške х, egzistuoja, 
tai taške M(x% f(x,)) egzistuoja šios funkcijos grafiko liestiné, sudaranti su x ašimi 
kampą o, kurio tangentas tg о = f (xo). 


Pastaba. Jei /Г(х,) neegzistuoja, tai taške (xo; f(xo)) grafiko liestinė neegzistuoja 
arba yra vertikali. 
Išvestinės fizikinė prasmė: f'(x,) parodo funkcijos reikšmių kitimo greitį taške Xe 
3. Išvestinės skaičiavimo (pagal apibrėžimą) pavyzdžiai. 
Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = x? išvestinę. 
Sprendimas. Skaičiuojame funkcijos išvestinę taške x,. 
Funkcijos reikšmių pokytis taške xo: Af(x,) = (x; + Ax)" - x% 22x, Ax (Ax). Todėl 
Af(x) _ (2% + Ax)Àx 


22 = -2x*ÀArx it (у= lim(2x, + Ax) = 2x,. 
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Funkcija f(x) = x? turi išvestinę su bet kokiu x € R ir yra lygi (17) = 2x. 


Pavyzdys*. Įrodykime, kad funkcija f(x) = |x| neturi išvestinės taške x, = 0. 
Funkcijos reikšmių pokytis taške x, = 0, t. y. Af(0) = |0 + Ax| - [0| = |Ax|. 


0 
Panagrinėkime santykį AOC Jis lygus 1, kai Ax > 0, ir -1, kai Ax < 0. 


А 0 
Todėl riba lim 2 neegzistuoja (nes priklauso nuo Ax Zenklo, 


t. y. nuo to, i$ kurios pusés Ax artéja prie nulio). 
Brėžinyje pavaizduotas funkcijos f(x) = |x| grafikas. 
Nesunku suvokti, kad taške O (0; 0) neegzistuoja šio grafiko 
liestinė. 
4. Jei funkcija f(x) turi išvestinę taške xç, tai ši funkcija minėtame taške yra tolydi. 
Kitaip tariant, jei egzistuoja f'(x), tai Af(x;) — 0, kai Ax — 0. 
Atvirkštinis teiginys klaidingas. Pavyzdžiui, funkcija f(x) = |x| taške x = 0 yra 
tolydi, tačiau, kaip jau jrodéme, f'(0) neegzistuoja. 
5. Jei funkcijos išvestinė f'(x,) egzistuoja, sakoma, kad funkcija y = f(x) уга di- 
ferencijuojama taške x,. Funkcijos išvestinės skaičiavimas dar vadinamas fūnkcijos 


diferencijavimu. 


14.3. IŠVESTINĖS SKAIČIAVIMO TAISYKLĖS 
Teorinės žinios 


1. Funkcijos f(x) = c, t. y. konstantos, išvestinė lygi nuliui: 


Įrodymas. Jei f(x) = c, tai, esant bet kokiam Ax, f(x + Ax) = c ir Af(x) = 0, 


уу Tim Af) _ 
f (x)= lim i -0. 


2. Funkcijos f(x) = x išvestinė lygi vienetui: 
Šį faktą įrodykite savarankiškai, remdamiesi išvestinės apibrėžimu. 


3. Jei c — skaičius, u = u(x) — tam tikra argumento x funkcija, tai 


4. Jei u ir v — tam tikros argumento x funkcijos, tai jų sumos (skirtumo) išves- 

Čia laikoma, kad funkcijų u ir у išvestinės и” ir v’ (nurodytame taške) egzistuoja. 

3 ir 4 taisyklės išplaukia iš išvestinės apibrėžimo ir pagrindinių ribų savybių. 

Pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos f(x) = x? + 3x — 7 išvestinę taške x, = 2, t. y. 
ГО). 

Sprendimas. f'(x) = (x?) + 3х/-4(-7). Kadangi (52) = 2x (įrodėme 14.2 sky- 


relyje), x“ = 1, (-7)' = 0, tai f'(x) = 2x + 3, todėl f'(2) = 2-24 3 = 7. 
Atsakymas: f'(2) = 7. 
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14.4. LAIPSNINĖS FUNKCIJOS IŠVESTINĖ. 
DAUGIANARIO IŠVESTINĖ 


Teorinės žinios 
1. Laipsninės funkcijos f(x) = x*, o. € R išvestinės formulė |(x*)' = ox?-!. 


1 . 
“лз 
х? 


Pavyzdžiai: (9) = 5x*; (xy = 2007х2006, (5) =(x!1)'=(-1)x°?=- 


89)-8|-38- зул, (Ух) 44) -44-2- 


2. n-tojo laipsnio daugianario (n e №) Р(х) = ay + ax + ax? + +а, x" + 

+ a,X*; a, + 0 išvestinę randame, pasinaudodami laipsninės funkcijos išvestinės for- 

mule ir išvestinės skaičiavimo taisyklėmis. Gauname (n – 1)-ojo laipsnio daugianarį 
Р„/(х) = a, + ax + 3a,x2 +... + пах". 

Pavyzdys. Funkcija f(x) = x? - бх? – 7x + 3. Koki kampa su x ašimi sudaro šios 
funkcijos grafiko liestinė, nubrėžta taške, kurio abscisė x, = 2? 

Sprendimas. Funkcijos išvestinė f'(x) = 5x* - 18x? - 7. Ieškomo kampo tangentas 


tg a = f'(2) =5-2-18-27-7= 1, todėl а = 45°. 
Atsakymas: 45“. 


14.5*, SUDĖTINĖS FUNKCIJOS IŠVESTINĖ 


1. Suformuluokime ir įrodykime sudėtinės fūnkcijos y(x) = f(u(x)) diferencijavi- 
mo (išvestinės skaičiavimo) taisyklę. 
Teorema. Sakykime, kad funkcija и = u(x) yra diferencijuojama taške х,, o funkcija 
f(u) — taške u, = u(x). Tada funkcija у(х) = f(u(x)) yra diferencijuojama taške х, 
ir jos išvestinė šiame taške y'(x,)= f(u): Už (x,). 


Trumpiau sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę rašome taip: 


Įrodymas. Tarkime, kad Ли(х,) — funkcijos u = u(x) reikšmių pokytis taške xç, 
Af(uy) — funkcijos f(u) reikšmių pokytis taške u, = u(x). Ay(x;) — funkcijos 


Ay(xo) _ Af (u(xo)) _ Af (u) ,Au(x9). 


y = f(u(x)) pokytis taške x,. Taigi Ах re 2 > 
Kadangi Au — 0, kai Ax — 0 (dėl diferencijuojamos funkcijos tolydumo), tai pri- 
taikę ribų savybę gauname y;(x,) = lim —— Ay(xo) _ mA (uo) оӊ 2405 


Ax30 Ax lim ^u Ax30 AX 
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Šios dvi ribos (išvestinės f/(u,) ir u/(x,)) egzistuoja pagal teoremos sąlygą. 
Todėl у (x)= f(u): u(x). Teorema įrodyta. 
Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = x^ -2x išvestinę. 


Sprendimas. шэг (Vu) EXE tai 
u 


-2х)--------(2х-2)- 


1 
Хайн 24 x! "i 24 x^ -2x pur ЗЭР 


14.6". DVIEJU FUNKCIJŲ SANDAUGOS | 
IR DALMENS ISVESTINIU SKAICIAVIMO TAISYKLES 


1. Sakykime, kad u = u(x) ir v = v(x) — tam tikros diferencijuojamos (nurodyta- 


me taške) funkcijos. Tada 


Šią taisyklę įrodome remdamiesi išvestinės apibrėžimu ir ribų savybėmis: 
(ovy = Tim u(x + Ax)v(x + Ax) -u(x)v(x) _ 
Ах-э0 Ах 
-lim u(x + Ax)v(x- Ax) -u(x)v(x + Ax) - u(x)v(x Ax)-u(xw(x) | 
= Ах-э0 Ах m 
= lim v(x + Ax): lim ut - uen, u(x) lim 
Ax0 Ах-э0 Ах Ax30 


у(х + Ax) - v(x) 
Ka 
Kadangi lim v(x+Ax)=v(x)=v, lim 


lim v(x+Ax)- v(x) 
Ax 


Ах-э0 


u(x+ Ax)- u(x) 23727, 
5 Ах š 


zv'(x) =", tai (uv)' = иу + uv“. 


2. Jei nurodytame taške v = v(x) + 0, tai 


7 1 1 
Sia taisyklę įrodome remdamiesi formule B] =: = sandaugos diferencijavimo 


taisykle ir sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisykle: B = С . 2 =. ! tu (| ë 
v v v v 


201! ] 3,996 Fa tub лиин ду” 
Kadangi 5 == Va tal 8 ———— y =— 
v v v v 


2-3х 
3-2x 
Sprendimas. Taikome dalmens išvestinės skaičiavimo taisyklę: 


Pavyzdys. Apskaičiuokime f'(2), jei f(x)= 


Poj- 0-20-00) ls Qa =-%, Qi 29 = 2 
(3-2xy 
sa 23(3-2х)+2(2-3х) 5 aut ги 
tai f(x) = 321)? бс" ) (3227 


Atsakymas: —5. 
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14.7". TRIGONOMETRINIU FUNKCIJŲ IŠVESTINĖS 
1. Funkcijos f(x) = sin x išvestinė 


Šį faktą įrodome remdamiesi išvestinės apibrėžimu: f(x) = sin x, todėl 
f(x + Ax) = sin (x + Ax). Funkcijos reikšmių pokytis Af(x) = sin (x + Ax) - sinx = 


=2 ЕЗ cos Ë + z) Taikydami išvestinės apibrėžimą, pasinaudojame ir tuo, kad 


ini А ae. 292) A 
lim 5-1, lim cos | x+“ | = cos x. Р(х) = lim x = im — eos х8) 
Ax30 2 Ax 2 


г-э0 t Ax30 AX Ax>0 
sin E 
ә 2 Б Ах 
= lim ———Z-lim cos| x — |= 1: cos x = cos x. 
Ax>50 AX Ах-0 2 


2 


2. Funkcijos f(x) = cos x išvestinė 


Įrodymas. f(x)= cosx =sin| x = : 


Pagal sudétinés funkcijos diferencijavimo taisykle 
f(x) 2|sin (++2) = COS 352183) =-sinx-1=-sinx. 
2 2 2 
3. Funkcijos f(x) = tg x išvestinė | (tg x) = E : 
COS“ x 


Ээ or e cte VC : sinx 
Irodymui taikome dalmens išvestinės skaičiavimo taisyklę: (tg EE - 


^ 


cos x 

_ (sinx)'cosx-(cosx)'sinx cosx:cosx-(-sinx)sinx _ cos? x +sin7 x 1 

m EEUU PM C сс ээ лээ эвэу ээ элээ, 
cos? х cos? x cos? x cos? x 


4. Analogiškai įrodoma, kad funkcijos f(x) = ctg x išvestinė |(ctg xy = —— : А 
sin“ x 


Pavyzdys. Raskime funkcijos išvestinę, kai: 

a) f(x) - x? sinx; b) f(x)= Jsinx cos Ax. 

Sprendimas. a) Taikome sandaugos diferencijavimo taisyklę: 
Р(х) = (3), sin x + х (8ш х) = 3? sin x + x° cosx. 

b) Pagal sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę 


— 1 ет" AM ^. sinJx 
(Vsinx) a Oe "Aer (cos x) --sinJx (Vx) cnc 


COS X _ Sin ух Е Ух cos х— sin Vx sin x 
2Jsinx | 24Х 24x sinx | 


Todél /(х)- 
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14.8". LOGARITMINĖS FUNKCIJOS IŠVESTINĖ 


1. Iš pradžių raskime funkcijos f(x) = In x, x > O išvestinę. Funkcijos reikšmės 
pokytis Af(x)= In (x+A5)-Inx= In EE In 41-22) 
x x 
Funkcijos reikšmės pokyčio ir argumento pokyčio santykis 


Af(x) 
Ах 


1 
- i In (4 = In 1 +— БАХ]. Taikome formule, įrodytą 13.5 skyrelyje: 
x x 
1 
lim (1+ ku)" =e" ir remiamés funkcijos f(x) = In x tolydumu taške e*: 


= 1 
Р(х) = іт —— ын E) зална (14 -]n ne + Таїрї 
Ax20 x X 


2. "n funkcijos f(x) = log, x, x > 0 (a > 0, а # 1) цаас Kadangi 


log, х.х (logaritmo pagrindo keitimo taisyklé), tai 
na 


f'G)- (вл) = ob e, S (log, x) - I 
Ina x xlna’ xlna 
3. Jei u = u(x), tai (Inu) at ^, (log, u) = "P > 0. 
u и 


Pavyzdys. Funkcijos f(x) = In (sin x), kai sin x > 2 išvestinė 


1 | 1 cos x 
Р(х) = —— (sinx = —— -cosx -— 
sin x sinx sinx 


= ctg x 


14.9". RODIKLINĖS FUNKCIJOS IŠVESTINĖ 


1. Raskime funkcijos f(x) = In (e), x e R išvestinę dviem būdais. 
1) Taikome sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę: f(x) = (In(e)) = 2, (œY. 
e 
2) Kadangi f(x) = In (e*) = x su visais x € R, tai f(x) = х’ = 1. Taigi lų ) = 1; 
e 
2. Raskime rodiklinės funkcijos f(x) = a*, a > 0, a + 1 išvestinę. 
Pagal pagrindinę logaritminę tapatybę a = e^, todėl f(x) = (e^ ^) = gr Ina, 
Taikome sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę: 
ГО) = ena: (Ina) = ёс" па, t. y. 
3. Jei u = u(x), tai (e“) =e“ - u, 
А Каі x e D(u). 
(a") =a“-Ina-u,, 
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4. Įrodykime laipsninės funkcijos f(x) = x°, x > 0, ає R, išvestinės formulę 
(x* = 0х9-1,| kuri 14.4 skyrelyje buvo pateikta be įrodymo. 
Įrodymas. Pagal pagrindinę logaritminę tapatybę x = е =, todėl 
f(x)= Cani = e*"*. Šios funkcijos išvestinę randame taikydami sudėtinės funkcijos 
diferencijavimo taisyklę: /(х)- (екз) = е" (aln x) 2 e?"* g. z 


: : 1 Е В 
Kadangi e%™* н uat tai f(x) =: == Qe x was Qy 
x 


Jei u = u(x), tai (u*) =ош! .и’, kai u(x) > 0. 


Pavyzdys. Jei f(x) = 25^* + sin? x, tai f(x) = 25^* - In 2- (sin x) + 5 ѕіп* x - (sin x), 
t. y. Р(х) = 2sinz . (In 2) cos x + 5 · sint x: cos x = (25% * In 2 + 5sin* x) cos x. 


14.10. ELEMENTARIŲJŲ FUNKCIJŲ IŠVESTINIŲ FORMULĖS 


Pagrindinių elementariųjų Sudėtinių funkcijų* 
funkcijų išvestinės išvestinės 

1. (ex) = c; (cuy = c и”; 

2. (х) = ox?-!; (uey = ои! · u’; 


С С с С r 
з (2) Fr 


, 


4. (x) == (Ju) =— 


24и 


5". (sin x)” = cos x; (sin uy = cosu : u’; 
6*. (cos х) = -sin x; (cos uy = -sin u : u’; 
, 1 , 1 ; 
VE (7 = : teu) и”; 
(te x) cos? x (ви) cos’ и 
8*. (бах) ----1- ctgu) =— 3 
(5563) sin? x (ctg u) sin^u 
9*. (a) = æ lna; (a^ =а“1па- u, 
10*. (e?) = e (EN: = оч. u”; 
, 1 5 A 1 A 
11*. (log, x) = : (юв,и) = LE 


, ы 1 
12". (In x) m (In u) Er 
x 
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14.11", FUNKCIJOS GRAFIKO LIESTINĖS LYGTIS 


1. Tarkime, kad funkcija y = f(x) turi išvestinę taške x,. 
Tada taške M, (xy; f(x;)) nubrėžtos funkcijos grafiko liesti- 
nės krypties koeficientas k = tg o = f (44). 

Liestinės (tiesės /) lygtis y = kx + b. 

Kadangi M, (xy; f(x,)) є L tai f(x.) = kx, + b, todėl 
p = Jo) - kx, = fo) - f 06) Ху 

Sia nario b išraišką įrašome į tiesės / lygtį: 

y = f'e + fe) P Ca) xs t. у. [v = Дх) + 0) ` @ — xo. 


Gavome funkcijos grafiko liestinės lygtį (x, — lietimosi taško abscisė). 


2. Nagrinėjame eksponentinę funkciją f(x) = e*. Reikia pa- 
rašyti jos grafiko liestinės taške (0; 1) lygtį. 

Kadangi x, = 0, f(x.) = e? = 1, f'(x) = e*, Р(х) = 1, tai lies- 
tinės lygtis y = 1 + 1(x-0), t. y. I: y = 1 + x. 

Liestinés krypties koeficientas k = tg 4 = 1, tad о = 45°. 

Eksponentinės funkcijos f(x) = e' grafiko liestinė taške (0; 
1) su x ašimi sudaro 459 kampą! 


Pavyzdys. Parašykime funkcijos f(x) = sin x grafiko liestinės taške (0; 0) lygtį. 


Sprendimas. x, = 0, todėl f(x;) = f(0) = sin 0 = 0, 
f'(x) = cos x, Р(х) = cos 0 = 1. 

Liestinės lygtis y = 0 + 1(x 0), t. y. l: y = x. 

Šiame pavyzdyje susidurta su atveju, kai kreivės 
liestinė kerta kreivę lietimosi taške (žr. brėžinį). 


14.12. IŠVESTINĖS TAIKYMAI FUNKCIJOMS TIRTI 


1. Nemažai funkcijos tyrimo uždavinių mokame spręsti netaikydami išvestinės. 

Žinome, kad funkcijos tyrimas pradedamas surandant apibrėžimo sritį. Mokame 
rasti funkcijos tolydumo intervalus, funkcijos reikšmių pastovaus ženklo intervalus, 
taškus, kuriuose grafikas kerta Ox ašį (jų abscisės yra lygties f(x) = 0 sprendiniai), 
tašką (0; f(0)) (jei 0 e D(f)), kuriame grafikas kerta Oy ašį. 

Taikydami išvestinę i$moksime surasti funkcijos monotoniškūmo, t. y. funk- 
cijos reikšmių didėjimo ir mažėjimo, intervalus, ekstrėmumo (t. y. maksimumo ir 
minimumo) taškus bei ekstremumus (maksimumus ir minimumus). 


2. Suformuluokime kai kuriuos apibrėžimus. 
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Al. Skaičius x,,, € D(f) vadinamas fünkcijos f(x) maksimumo taškū, jei su visais 
X Хах 15 tam tikro intervalo [max — 8; Xmax + &], (e > 0) funkcijos reikšmės f(x) < 
< Кх): Funkcijos reikšmė maksimumo taške y,,,, = f(x) vadinama šios fünkci- 
jos máksimumu. 


A2. Skaičius x, e D(f) vadinamas fünkcijos f(x) minimumo taškū, jei su visais 
X *x,, 1$ tam tikro intervalo [Хи — £; Xmin + £], (g > 0) funkcijos reikšmės f(x) > fŒ min). 
Funkcijos reikšmė minimumo taške ynin = f(x...) vadinama šios fünkcijos minimumu. 


Kad šios sąvokos būtų aiškesnės, panagrinėkime 
funkciją y = f(x), kurios grafiko eskizas pavaizduotas 
brėžinyje. 

Funkcijos apibrėžimo sritis: D(f) = [-5; 7]. 

Funkcijos reikšmių didėjimo intervalai: 
xe [-3; 2]U[6; 7]. Mažėjimo intervalai: 
хє [-5; -3]U[2; 6]. Minimumo taškai x, „in = —3 ir X; min = 6, funkcijos minimumai 
Yi min = 1 ir Уз min = 2. Maksimumo taškas х, = 2, funkcijos maksimumas yma = 6. 

Funkcijos reikšmių sritį gauname suprojektavę funkcijos grafiką į Oy ašį, t. y. 


E(f) = [1; 6]. 


3. Teorema. Jei tam tikro intervalo visuose taškuose f'(x) > 0, tai šiame intervale 
funkcijos reikšmės didėja. Jei tam tikro intervalo visuose taškuose f'(x) «0, tai 
šiame intervale funkcijos reikšmės mažėja. 


х 


Pavyzdys. Kai x «0, funkcijos f(x) = x? išvestinės reikšmės f'(x) = 2x yra neigia- 
mos, tad intervale (—; 0) šios funkcijos reikšmės mažėja. 

Pastaba. Suformuluotai teoremai atvirkštinis teiginys yra klaidingas. Pavyzdžiui, 
funkcijos f(x) = x? reikšmės didėja visoje D(f) € R, tačiau yra tokia x reikšmė (x = 0), 
su kuria f(x) = 3? = 0. 


4. Teorema. Jei х, yra funkcijos f(x) ekstremumo taškas, tai funkcijos išvestinės 
šiame taške reikšmė /'(х,) yra lygi nuliui arba neegzistuoja. 


Pažvelkime dar kartą į anksčiau išnagrinėtą brėžinį. 

Ekstremumo taškuose х, min = —3 ir Xmax = 2 funkcijos išvestinės reikšmė lygi 0, t. y. 
f'(-3) = 0 ir (2) = 0, o ekstremumo taške x, min = 6 išvestinė neegzistuoja (tai rodo 
grafiko „smailumas“ minėtame taške). 

5. Klaidinga manyti, kad taškas, kuriame funkcijos išvestinės reikšmė lygi 0 arba 


neegzistuoja, būtinai yra ekstremumo taškas. Tokiame taške mes galime tikėtis eks- 
tremumo, t. y. jis yra galimas, bet ne būtinas. 

Pavyzdys. Funkcijos f(x) = x? išvestinės f'(x) = 3x? taške x, = 0 reikšmė lygi nu- 
liui, bet nei šiame, nei kokiame kitame taške minėta funkcija ekstremumo neturi, nes 
jos reikšmės didėja visoje D(f) = R. 
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A3. Funkcijos f(x) apibrėžimo srities vidiniai taškai, kuriuose išvestinės reikšmė 
lygi nuliui arba neegzistuoja, vadinami šios fūnkcijos kritiniais taškais. 


Teorema. 1) Jeigu didėjant x funkcijos išvestinės f(x) reikšmės kritiniame taške х, 
keičia ženklą iš „+“ į „—“, tai x, — funkcijos maksimumo taškas. 

2) Jeigu didėjant x funkcijos išvestinės f'(x) reikšmės kritiniame taške x, keičia 
ženklą iš „—“ į „+“, tai x, — funkcijos minimumo taškas. 

3) Jeigu kritiniame taške x, išvestinės f'(x) reikšmės ženklo nekeičia, taškas х, nėra 
ekstremumo taškas. 


Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = x? – бх ekstremumo taškus ir monotonišku- 
mo intervalus. 

Sprendimas. D(f) = R, Р(х) = 2x -6= 2(x - 3) = 0, kai x = 3, todėl funkcijos 
kritinis taškas ху, = 3. 

Šis taškas apibrėžimo sritį D(f) = R dalija į du intervalus (—s; 3] ir [3; +). 

Kiekviename jų nustatę išvestinės f'(x) 


reikšmių ženklą (įrašydami intervalo vidinį / ais - + 


———ÉÉÁÁÁ'Ó€—Á—áa—— a: 
tašką į išvestinės reiškinį), rezultatus pa- JG) kaita — P 5 


teikiame brėžinyje. 

Taigi minimumo taškas Хх = 3, funkcijos minimumas y min = 
= f(3) =37-6-3 = -9, funkcijos reikšmių didėjimo intervalas 
x € [3; +оо), funkcijos reikšmių mažėjimo intervalas x € (—ee; 3]. 
Rezultatus iliustruoja funkcijos f(x) = x? — 6x grafiko eskizas (Zr. 
brėžinį). 

6*. Išnagrinėkime du sudėtingesnius pavyzdžius. 


1 > 
ekstremumo taš- 


Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = > > 
x 


kus ir monotoniškumo intervalus. 
Sprendimas. D(f) = (—e; 0)U(0; +e), t. y. ——————— 


0 x 
1-х7-2Х(х-1) 2-х 
= — — 


Išvestinė f'(x)- —. Р(х) = 0, kai x = 2, todėl kritinis taš- 
x 


Хээ 
kas ху, = 2. Brėžiame funkcijos apibrėžimo sritį, joje Zymime ху, = 2 іг nustatome 
išvestinės reikšmių ženklus: 


f (х) ženklai 


——  ———— 
70) kaita tu с а a 2 


Maksimumo taškas xma = 2. 
Minimumo taškų nėra (nepalaikykite trükio taško x = 0 minimumo tašku!). 


2 : 2-1 1 T bot bris eec can 
Funkcijos maksimumas Ymax RC IS i Funkcijos reikšmių didėjimo intervalas 


+ 


хє (0; 2], mažėjimo intervalai хє (ео; 0)U[2; +). 
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Gautus rezultatus iliustruoja funkcijos grafiko es- 
kizas (žr. brėžinį). 

Savarankiškai nustatykite šios funkcijos reikšmių 
sritį. 


Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = 5%x° -4х” 
grafiko ir Ox ašies sankirtos taškus, ekstremumo taškus, 
ekstremumus, monotoniškumo intervalus. 


Sprendimas. D(f) = (—о°; +оо), t. y. D(f) = R. Grafiko ir Ox ašies sankirtos taškų 
abscisės yra lygties f(x) = 0 sprendiniai. Sprendžiame iracionaliąją lygtį: 


5612-48-00, (502) - (К Ё 12552 = х5, х(125-32) = 0, 
x? = 0 arba 125-9=0, x,20, х,=4125=5. 
Funkcijos grafiko ir Ox ašies sankirtos taškai (0; 0) ir (5; 0). 


1 2 
Randame funkcijos išvestinę (х) = 5: 2 х3 is х3- 3 Ge | Ey: 


3 3 313х 
fai E. 


Išvestinės reikšmė lygi 0, kai x = 2. Funkcijos išvestinė neegzistuoja apibrėžimo 
srities D(f) = R vidiniame taške x = 0 (nes šiame taške išvestinės reiškinys neturi 
prasmės). 

Taigi funkcijos kritiniai taškai X, ,, = 2, x,,, = 0. 


f (x) ženklai ра + 


D. —— E ———————————— У 
ūkių Оет S, 


Ekstremumo taškai: x,;, = 0, Xmax = 2. 
Ekstremumai: y, = f(0) = 0, 
Уш» = f(2) = 58/4 — 3/32 = 3/4. 
Funkcijos reikšmių didėjimo intervalas x € [0; 2], 
mažėjimo intervalai хє (—; 0]0[2; +). Gautus 
rezultatus susumuojame pažymėję juos koordinačių 
plokštumoje ir nubraižę funkcijos grafiko eskizą. 


Pastaba. Ekstremumo taške х, = 0, kuriame funkcijos išvestinė neegzistuoja, 
funkcijos grafikui būdingas „smailumas“. Beje, grafiko liestinė taške (0; 0) sutampa 
su Oy ašimi. 

Taigi taikydami išvestinę galime tirti įvairias funkcijas, braižyti jų grafikų eskizus. 
Kitame skyrelyje šias žinias apibendrinsime. 
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14.13". ISSAMAUS FUNKCIJOS TYRIMO SCHEMA 


Norėdami išsamiai ištirti funkciją, laikykimės tokios veiksmų tvarkos: 

1) randame funkcijos apibrėžimo sritį, jei ji nėra nurodyta; 

2) nustatome, ar funkcija periodinė; 

3) nustatome, ar funkcija lyginė, ar nelyginė, ar nei lyginė, nei nelyginė; 

4) randame taškus, kuriuose funkcijos grafikas kerta koordinačių ašis (arba įro- 
dome, kad jų nėra); 

5) randame funkcijos išvestinę; 

6) randame funkcijos kritinius taškus; 

7) randame funkcijos ekstremumo taškus, ekstremumus, užrašome funkcijos mo- 
notoniškumo intervalus; 

8) atsižvelgdami į 1—7 punktų duomenis, braižome funkcijos grafiko eskizą; 

9) projektuodami grafiko eskizą į Oy ašį, nustatome funkcijos reikšmių sritį E(f). 


Pavyzdys. Ištirkime funkciją f(x) = 2x? -x* + 8. 

1) D(f) = R. 

2) Funkcija neperiodinė. 

3) Funkcija lyginė, nes f(x) = 2(x)- (—х)# + 8 = 2x? -x* + 8 = f(x). 

4) Grafiko ir Ox ašies sankirtos taškų abscisės yra lygties 2x? -x* + 8 = 0 spren- 
diniai. 

Spresdami bikvadratinę lygtį, naudojame keitinį t = х2: 


P — 2t— 8 = 0, 
t, =-2, ped 
№ = –2, 2 = 4, 
Ø; x = 22, 


Grafiko ir Ox ašies sankirtos taškai (-2; 0) ir (2; 0). 
Grafiko ir Oy ašies sankirtos taškas (0; /(0)), t. y. (0; 8), nes f(0) = 8. 
5) f'(x) = 4x - 4? = 4x(1 - x)(1 + x). 
6) Р(х) = 0, kai x = 0, x = 1, x = -1, todėl funkcijos kritiniai taškai x, ,, = —1, 
х = 0, x44, = 1. 
7) f (х) ženklai + = + 
f(x) kaita Э1 0 1 х 


Ekstremumo taškai x, max = —1, x; max = 1, Xmin = 0. 

Ekstremumai y, mar = f(-1) = 9, y, mu = AI) = 9, Yain 10) = 8. 

Funkcijos reikšmių didėjimo intervalai x є (—; -1]U[0; 1], mažėjimo intervalai 
xe[-1; 0]U[1; +). 


285 


286 | Ха 


y 8) Braižome funkcijos grafiko eskizą. 
9) Funkcijos reikšmių sritis E(f) = (—s; 9]. 


14.14. FUNKCIJOS DIDŽIAUSIOJI IR MAŽIAUSIOJI REIKŠMĖS 
UZDARAJAME INTERVALE 


1. Vėjerštraso teorema. Funkcija f(x), tolydi uždarajame intervale [a; b], didžiau- 
siąją ir mažiausiąją reikšmes įgyja šio intervalo taškuose. 
Kitaip tariant, egzistuoja x, € [a; b] ir x, e [a; b] tokie, kad f(x,) < f(x) < f(x;) 
su visais x e [a; 5]. 
Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = x? - 12x didžiausiąją ir mažiausiąją reikšmes 
intervale [0; 3]. 
Sprendimas. 1) Išvestinė f'(x) = 3x? - 12. 2) Randame kritinius taškus, esančius 
nurodytame intervale, t. y. tenkinančius sąlygą 0 < x < 3: 
3x? - 12 = 0, 
Хүү ж„=2. 
Intervalui [0; 3] priklauso tik x, ,, = 2. 
3) Skaičiuojame f(x) reikšmes intervalo galuose ir gautame kritiniame taške: 
ҚО) -0-12:0-0, Л3)-3-12-3--09, f(2) = 2° — 12 : 2 = -16. 
Palygine gautasias reikšmes, atsakyma pateikiame taip: 


max f(x)=f(0)=0, min f(x)=f(2)=-16. 


[0; 3] 

2. Išspręskime realaus turinio uždavinį. 

Turime 80 m ilgio vielinį tinklą. Juo reikia iš trijų pusių 
aptverti prie pastato sienos ruošiamą stačiakampį sklypą. Kokie 
turi būti sklypo matmenys, kad jo plotas būtų didžiausias? 

Sprendimas. Pažymėkime sklypo plotį x (m) (žr. brėžinį), 
tada sklypo ilgis 80 — 2x (m). 

Sklypo plotas S(x) = x(80 – 2х) = 80x - 2х2, S(x) = 80x -2x? — шах, 

S'(x) = 80-4x = 0, х, = 20; х, = 20. 
5 (x) ženklai 


S(x)kaita 0 012227 2 GIN x 


Sklypo plotis x = 20 m, ilgis 80 – 2x = 40 m. 
Atsakymas: Plotis 20 m, ilgis 40 m. 


80—2x 
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1. Paaiškinkite funkcijos argumento ir funkcijos reikšmių pokyčių sąvokas. 
2. Kokią tiesę vadiname kreivės liestine nurodytame taške? 
3. Ar gali kreivės liestinė kirsti kreivę lietimosi taške? Atsakymą pagrįskite 
pavyzdžiu. 
4. Užrašykite, kam lygu: а) (2): b) (px)'. Cia p — bet koks realusis skaičius. 
55, Paaiškinkite sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę. 
6*. Užrašykite funkcijos f(x) grafiko liestinės lygtį, jeigu lietimosi taško koor- 
dinatės (a; b) ir f'(a) = 1. 
7. Paaiškinkite funkcijos ekstremumo taškų ir ekstremumų sąvokas. 
8. Suformuluokite kritinio taško apibrėžimą. 
9. Ar gali funkcijos kritinių taškų skaičius viršyti ekstremumo taškų skaičių? 
Ar gali funkcijos ekstremumo taškų skaičius viršyti kritinių taškų skaičių? 
10*. Suformuluokite Vejerštraso teoremą. 
11*. f(1) = 3, f(3) = —3, f(x) < O visoje R. Kiek sprendinių turi lygtis f(x) = 0? 


Kuriame iš pateiktų intervalų šis sprendinys yra: 
A(-3; 0; В(0, 1); С(1; 3); D(3; +=)? 


Orientaciniai uždaviniai 


1. Sakykime, f(x) = х2. Raskite funkcijos reikšmių pokytį Af(x;) = Дх, + Ax) - 
- х), jeigu: a) x, = 3, Ax = 1; b)x,=5, Ax = -2. 


2. Žinoma, kad o= Raskite funkcijos reikšmių pokytį taške x kai: 
x 
a) X, = -2, Ax = 1; Б) x = —4,5, Ax = 0,5. 


3. Remdamiesi išvestinės apibrėžimu, raskite f(x) išvestinę taške ху: 
1 
a) (х) = 20; b)*f(x)-— oy Дх) =. 
4. Apskaičiuokite f(2) ir f'(2), kai: a) )- 520-3, b) f(x) 44x - 442; 
x 
с) Ро) = 42x -7. 
5. Išspręskite lygtį f'(x) = g'(x), kai: a) f(x) -х2-2х-3, g(x) = 32 – 8х – 9; 
АТ? 2 х 
b) f(x) =——-=, 80) => +364-2); с) f(x)- 7. 8() = 2- x. 
2-3 3:02 
6. Išspręskite nelygybę f'(x) < g'(x), kai: a) f(x) = 0,5x? -x - 2, g(x) = x? - 6; 


b) Ро) = 2+2, g(x)=6x+Ż-2; c) f(x) 2389 -3, g(x) = 62-7; 
d) f(x) = + 202, g(x) = 7x - 9. 
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7", Raskite funkcijos išvestinę: a) f(x) = 229, b) fix) =» Inx; c) рек 
)f()- 5 e) в) =e; 0) тын 

89, Apskaičiuokite /(1), kai: a) ге): T o) О) = UE 
d) /0)-246. 

9". Apskaičiuokite f'(0), kai: а) Дх) = хе b) f(x) e — E 19 fa)= дыг 
d) f()- — 


10*. Išspręskite lygtį Р(х) = g'(0), kai: a) f(x) = sin x — cos х, g(x) = 
b) f(x) 2cosx - 43, g(x) = 2 + tg x. 


11*. Raskite funkcijos išvestinę: а) f(x) = 6 sin (бх); b) f(x) -Зов(5) 


sin (2x) 
cos (2x) -1' 


c) f(x) = In cos x; d) Fa) ч mr] si 28, e) Р(х) = 
f) f(x) = J3sinx 42. 


12*. Apskaičiuokite f'(0), kai: a) dion х) b) f(x) = e^; 
c) f(x) = In (3 - 2х); d) f(x) = J2cosx; е) fe) f) f(x) = In 3455 wr 1). 
135. Išspręskite pisa f(x) < g'(x), kai: Ч f(x) = log, (6— x)- = g(x) =Ž42x; 
b) fa)=5+4, 8(х)=- EE с) J(x)= Du g(x) = Vx - 6x? 4 12x. 
14*. Išspręskite nelygybę f'(x) < g(x), kai: a) f(x) = In x - 2x, в6)=2-2; 
1-4 соѕх 


b) /0) = In (8-3), 8095 c) fe) =x-sinx, ga) =— 

15. Materialiojo taško poslinkis у (m) per laika / (s) yra y(t) = 3 + 2t + 2. Ap- 
skaičiuokite taško judėjimo momentinį greitį laiko momentu: a) /= 0 s; b) £ = 2 s. 

16*. Materialiojo taško kelias y (m), įveiktas per laiką f (s), lygus y(t) = 20t + 22. 
Apskaičiuokite: a) kelią, įveiktą per tris pirmąsias judėjimo sekundes; b) kelią, įveiktą 
per trečiąją judėjimo sekundę; c) judėjimo momentinį greitį trečiosios sekundės 
pabaigoje. 

17*. Užrašykite funkcijos f(x) grafiko liestinės taške, kurio abscisė ху, lygtį: 
a) f(x) = x2, x, = 1; b) f(x) 22x - x2, x, = 2; c) fx) = In x + 2x, x, = 1; 


d) f(x) = sin (2x), x, = 0; e) f(x) =E esinx, x e 


18*. Užrašykite lygtį tiesės, lygiagrečios su tiese y = 6 -x ir lieciancios parabole 


fe) = x- 


19. Raskite funkcijos reikšmių mažėjimo intervalus: a) f(x) = x? + 8x — 6; 
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b) f(x) = 3x3 27х + 1; c) f(x) =x+2; d) f(x) 2 x: — 6? - 1; e) f(x) = x* - 4x; 
f)* f(x) = 2x-41In x; g)* f(x) = e- 
20. Raskite funkcijos ekstremumus: a) f(x) = 8x - x? - 10; p f(x) = 8? -x*-5; 


с) f(x) = 12x - x; d) ғо) =+ x: e)* к; 


8)" f(x) = In (4х -x?); h)* Гэрч 2x: 


21*. Funkcijos f(x) = x° — ax (a > 0) maksimumas lygus 16. Raskite a ir funkcijos 
minimumą. 


225. Raskite funkcijos f(x)= 24-24 reikšmių didėjimo ir mažėjimo inter- 
x- 
valus bei ekstremumus. 
235. Atlikite išsamų ганд tyrimą: a) f(x) = x° – 6х5; b) f(x) = x° — 12x + 16; 


Inx 


с) Р(х) = х 4) 9-2; е) гере f) Дх) = хе. 


24. Raskite funkcijos didZiausiaja ir mažiausiąją reikšmes nurodytame intervale: 
a) f(x) = x - 4x + 1, x e [0; 5]; b) f(x) = x° 62-3, xe [1; 5]; 


с)* f(x j. s жа, 


25. [rodykite, kad iš visų nurodyto (to paties) perimetro stačiakampių didžiausią 
plotą turi kvadratas. 


x € [1; 4]; d)* f(x) = 6 In x - 2x, xe 1; e]. 


26. Prie pastato sienos i$ trijų pusių reikia aptverti 800 m? ploto stačiakampį 
sklypą. Kokie turi būti sklypo matmenys, kad tvoros ilgis būtų mažiausias? 


27. Naudojant 60 m ilgio vielą, reikia aptverti stačiakampį 
sklypą ir padalyti jį į dvi stačiakampes dalis (žr. brėžinį). 

Kokie turi būti sklypo matmenys, kad jo plotas būtų di- 
džiausias? 

28*. Stačiakampėje plokštėje, kurios plotis lygus x (dm), o 
plotas 27 атг, reikia išpjauti stačiakampio formos langelį. Mat- 
menys (dm) pateikti brėžinyje. 

54 

a) Įrodykite, kad langelio plotas S(x) = 39 — šia бх (dm?). 

b) Koks turi būti plokštės plotis x, kad langelio plotas būtų 
didžiausias? 

295. Laivas, kurio greitis stovinčiame vandenyje 15 km/h, 


nuplaukė 10 km prieš srovę ir 40 km pasroviui. Kiek mažiausiai 
laiko užtruko ši kelionė? 


30*. Atviras ritinio formos indas, kurio paviršiaus plotas 
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351 (dm?) o skersmens ilgis 2x (dm), uždengtas tokio pat sker- 
smens kūginiu dangčiu (žr. brėžinį), kurio aukštis 6 dm. 
a) Įrodykite, kad gauto uždaro indo tūris 
т 
V(x) = 2 (35х - х3 + 40). 


b) Kokie turi būti indo pagrindo skersmens ilgis ir aukštis, kad 
jo tūris būtų didžiausias? 


31*. Trikampės piramidės SABC pagrindas — statusis trikam- 
pis ABC, piramidės aukštinė SM eina per pagrindo įžambinės AB vidurio tašką M. 
Piramidės viršūnė S nutolusi nuo tiesės BC atstumu /, o nuo tiesės AC — atstumu m. 
Šoninė siena SBC su piramidės pagrindu sudaro 609 kampą. 


a) Įrodykite, kad atstumas nuo taško M iki tiesės BC lygus 3 
b) Irodykite, kad piramidės pagrindo plotas Susc =>! 44т2-3Г. 


c) Tarkime, kad т=ХЗ Su kokia / reikšme piramidės tūris didžiausias? 


Pasitikrinkite 


1. f(x) = x? - 2x. 
a) Raskime funkcijos reikšmių pokytį taške x, = 3, kai Ax = 1. 
b) Užrašykime funkcijos reikšmių pokyčio taške x, formule. 
c) Remdamiesi išvestinės apibrėžimu, raskime f'(x). 
Sprendimas. a) x, = 3, x, + Ax = 4, todėl f(x) = 32-2 :3 = 3, 
f(x, + Ax) = f(4) = 47-2-4 = 8, Ах) = Af(3) = K4) - fG) = 8-3 = 5. 
Atsakymas: 5. 
b) f(x) = xo — 2x» f(x, + Ax) = (z; + Ax - 26, + Ax) = 
= х2 + 2wAx + (Ах)? - 2x, - 2Ax, todėl Afo) = f(x, + Ax) - f(x) = Ax Qx, + Ax -2). 
Atsakymas: Af(x;) = Ax(2x, + Ax - 2). 


c) 


: ; x : , 
f) - lim хыг = lim (2x, + Ax - 2), t. y. Рк) = 2-2. 
Atsakymas: f'(x) = 2x, - 2. 
2. Išspręskime nelygybę f'(x) < g'(x), kai: a) f(x) = x? - 6x - 7, g(x) = 222 - 3; 


b) f(x) = х2- 3 g(x) = 6x — 3, c)* f(x) = 6In x - 2, g(x) = 2x. 
Sprendimas. a) Taikydami laipsninės funkcijos išvestinės formulę bei diferenci- 
javimo taisykles, randame išvestines: f'(x) = 2x - 6; g'(x) = 4x. 
Liko išspręsti tiesinę nelygybę: 2x — 6 <4x, -2x < 6 |: (-2), x > -3. 
Atsakymas: x € [-3; +оо). 
b) Reikia pažymėti, jog nelygybės apibrėžimo sritis x + 0. 


A 
Е = 2x, + Ax - 2, todėl funkcijos išvestinė taške х, 
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fs 520) = g'(x) -69-3(1) -6-1 


3 3 
—$6t— 2x.S6,4 ass. 
Nelygybė Р(х) < g'(x) ekvivalenti sistemai 2x+ x 6+ 1t | p Me 
х #0; ` 


Atsakymas: x є (-; 0)U (0; 3]. 


c)* Nelygybes apibrėžimo sritis x > 0. f'(x) 2 6(Inx) -2/26- 123, £(x)=2. 
x X 
| $an, 
Taigi nelygybė f'(x) < g'(x) yra ekvivalenti sistemai 4 x 
x>0. 


Kadangi x > O, sistemos pirmosios nelygybės abi puses daugindami iš x gauname 
6<2x, р 23, 


ekvivalenčią sistemą: 
X0: x>0. 


Atsakymas: x є [3; +оо). 


T 
3*. Išspręskime lygtį f'(x) = g'(2), kai f(x) = 8 sin х – cos 7 g(x) = 8lnx 3 


Sprendimas. g(x) 28 (InxY-(V3) -8.i-0-7, 8(2)-3-4. 
х 


, 


Su visomis x reikšmëmis f'(x) = 8 (sin x)' — Т z) = 8 cos x, todėl lygtis ekvi 
+ 2nk; ke Z. 
Atsakymas: толи |ke 2). 


ein 


1 
valenti lygčiai 8 cos x = 4, cos x = > 


4*. Parašykime funkcijos f(x) == grafiko liestinés taške x, = 2 lygtį. 


Sprendimas. f(x,) = f(2) = i Зу 


_ 2х(х-1)-х?.1 5 _ 2-2.2 
HEDE ey уфу=# =, foso 5620 


Liestinės lygtis y = f(x;) + f'(xo)(x —x,). Įrašę apskaičiuotus duomenis gauname: 


y=4+0: (x-2). 
Atsakymas: y = 4. 
Pastaba. Funkcijos grafiko liestinė taške x, = 2 lygiagreti su Ox ašimi. 
5*. Raskime funkcijos f(x) = x? grafiko taškus, kuriuose nubrėžtos liestinės yra 


lygiagrečios su tiese y = 12x. 
Sprendimas. Dvi tiesės yra lygiagrečiosios, kai jų krypties koeficientai lygūs (k, = k,). 
Nurodytos tiesės krypties koeficientas k, = 12. Funkcijos grafiko liestinės taške 
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х, krypties koeficientas k, = f'(x;)) = 3x;. 
Sprendžiame lygtį: 3х2 = 12, x, = +2. Taigi уга du funkcijos grafiko taškai, ku- 
riuose nubrėžtos liestinės yra lygiagrečios. 
Kai x, = 2, y, = 23 = 8. Kai x, = -2, y, = (-2) = -8. 
Atsakymas: (2; 8) ir (-2; -8). 


6*. Raskime funkcijos Р(х) = J2sin x+ x^ išvestinę. 


, 


Sprendimas. Taikome formule (Vu ) агч : 


2и 
ые 1 2соѕх+2х 
242sinx 4 x? 242sin х+ х? 


Atsakymas: f(x)= 


-(2sinx+x7)'= 


COS X+ X 
42sin x+ x? 


7*. Svyruojančio taško koordinatė kinta pagal dėsnį x(t) = 6 sin (4t) (x (cm), t (s)). 
a) Raskime svyravimų periodą T. b) Parašykime formulę judėjimo greičiui bei 
pagreičiui laiko momentu t. c) Raskime judėjimo greitį ir pagreitį, kai r= =. 


Sprendimas. a) 4T = 2n, todėl Т2 =S б), b) Greitis laiko momentu t yra 


koordinatės x = x(t) išvestinė v(t) = x'(t) = 6 · cos (4t) - (4t)' = 24 cos (4t), t. y. 
v(t) = 24 cos (4t) (m/s). 
Pagreitis yra greičio v = v(t) išvestinė a(t) = v'(t), todėl a(t) = -96 sin (4t) (m/s?). 
c) Kai Isa (8), [= 24с084-15| 24 cos 5-12 m/s. 
6 -12 12 12 3 
[ËJ = -96 sin (4 5) = 96 sin сн 4843 m/s?. 


8. Raskime funkcijos f(x) -2-хХ adi monotoniškumo intervalus bei ekstremumus. 
x 


Sprendimas. Apibrėžimo sritis D(f) = (œ; 0)U(0; +оо). Išvestinė 


, 16 (4-x)(4+x 
OE VE 8-00) 
X х 
Kritiniai taškai: (4-x)(4 +x) = 0, х, = 4; x; 5-4. 
Kritinių taškų tyrimas: 
f (x) ženklai 


2 + + = 
f(x) kaita har aut ca 0 A d ыг”? х 
НЫ : 5 287 16 
Minimumo taškas х... = —4. Funkcijos minimumas y „n = f(-4) = 2 + 4 + Же 10. 


16 
Maksimumo taškas x,,, = 4. Funkcijos maksimumas Yma; = f(4) = 2-4 Rt -6. 


Funkcijos reikšmės didėja, kai x e [-4; 0)U(0; 4], mažėja, kai x e (-es; -4]U[4; +). 
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95. Raskime funkcijos f(x) = 81n x -x° - 1 monotoniškumo intervalus ir ekstre- 
mumo taškus. 
Sprendimas. Apibrėžimo sritis D(f) = (0; +). 


Išvestinė f'(x)- 8 ох = ss. Kritiniai taškai 2(2 — x)(2 + x) = 0, 
х 


x = 2; x = -2 netinka, nes nepriklauso D(f). 
Taigi kritinis taškas x,, = 2. 
f (x) ženklai + ë 
gu————— 
fio) kaita 0 pose. NR 7 
Maksimumo taškas х, = 2. Funkcijos reikšmės didėja, kai x є (0; 2], mažėja, kai 
x € [2; +оо). 
10*. Raskime funkcijos f(x) = x - 2 sin. x + 3 ekstremumus, kai -x < x < m. 


Sprendimas. Funkciją f(x) nagrinėjame intervale (-л, л). Išvestinė f'(x) = 1 — 2 cos x. 


1 T 
Kritiniai taškai 1-2 cos x = 0, cos x = > ху. = нг + 2nk; ke Z. 


. . DAD . . x . л . 
Intervalui (-1; л) priklauso tik du kritiniai taškai х, 55:55 хр. =T 


T 
3 3 


f (x) ženklai £ = m 
o Б 9 ——————— 
kaita т n т 
f(x) kaita = s Бех ыг тв” ен 
: Я T 
Maksimumo taškas X = =з? 


Funkcijos maksimumas Ypa = f (3 - M 43. Minimumo taškas Хеш = = 


Funkcijos minimumas y,,, = f B =3 цо 4B. 


Atsakymas: Kai x є (-1; л), Yma =3-2+43, Улс 32-43. 


11. Raskite du skaičius, kurių suma lygi 2, o kvadratų suma mažiausia. 
Sprendimas. Pirmasis skaičius x, tada antrasis skaičius 2 — x. 

Jų kvadratų suma S(x) = x? + (2-х)? =4-4x + 202 — min, 

S'(x) = -4 + 4 = 4(x- 1), x, = 1. 


S (x) ženklai > 4 


—ÓM————Á—M——M a 
50) kaita 741 


х1 


тіп 


Pirmasis skaičius х = 1, antrasis 2-x = 1. f 

Atsakymas: .1; 1. 

Išspręsto uždavinio geometrinė prasmė: iš visų to paties perimetro stačiakampių 
mažiausią įstrižainę turi kvadratas. 
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12". Kokiu atstumu nuo sienos reikia stovėti, kad geriausiai 
matytume 3 m aukščio paveikslą, esantį 1 m atstumu nuo akių 
linijos? 

Sprendimas. Tarkime, kad S — akis, $4 — akių linija, PO — 
paveikslas, а = ZPSQ — regėjimo kampas. 

Regėjimo kampas turi būti didžiausias, jo tangentas — irgi. 
Todėl F(x) = tg а — max, F(x) = tg (4450 - ZASP), 

4 1 
tg ZASQ -tg ZASP * T 3x 
F(xy=—> < — = =———; 
1+tg 22450 : tg ZASP 162 1 x'«4 


X x 
3(x*+4)-3x-2x 12-3x7 4 

(52-4у (х2 +4)? ° 
Kritiniai taškai 12 — 3x? = 0, x,,, = —2 — netinka sąlygai, nes х > 0; x;,, = 2. 


Pss »0 


F(x) ženklai + 2 
— —  — u > 
F(x) kaita ДЭР ый 2 улас Х 
Kur A 


Atsakymas: 2 m. 
13. Atviros (be dangčio) dėžės pagrindas — kvadratas, kurio kraštinės ilgis 
x (dm). Dėžės paviršiaus plotas lygus 48 dm. 
1 
a) Įrodykime, kad dėžės tūris V(x) = A (48x - х3). 
b) Raskime dėžės matmenis, su kuriais jos tūris būtų didžiausias. 
Sprendimas. a) Dėžės aukštį pažymime h (dm). Paviršiaus plotą sudaro pagrin- 
do plotas x? ir visų keturių vienodų šoninių sienų plotas, t. y. 4xh. Todėl 
48- x? 48-x! 1 
4x 


x? + А = 48, t. y. h= . Dėžės tūris Vx) = Spy h =x: =— (48x — x?). 


(4 
b) V(x) — max, Vx) =E 48-36) «2 (4-3) (49) x» 0. 


Kritiniai taškai x, = 4; х, = —4 — netinka sąlygai. 


V(x) ženklai К B 
= T R 


V(x) kaita ia „is ЭЭНД x 


Xx 4 


max 


=2 dm. 


2 
Taigi pagrindo kraštinės ilgis x = 4 dm, dėžės aukštis h = > н 


Atsakymas: 4 dm х4 dm x 2 dm. 
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145. Iš oro uosto į šiaurę 200 km/h greičiu išskrenda léktu- 200 un 
vas. Po valandos iš to paties oro uosto 500 km/h greičiu išskren- 
da kitas lėktuvas į šiaurės vakarus 60? kampu nuo šiaurės kryp- 
ties (žr. brėžinį). Abiejų lėktuvų įgulos palaiko tarpusavio radijo 
ryšį, kurio kokybė geresnė esant mažesniam atstumui. Kokiu lai- 


ko momentu (skaičiuojant nuo antrojo lėktuvo pakilimo mo- (420 — 
mento) radijo ryšio kokybė geriausia? įšiaurę 
; Sprendimas. Pirmojo lėktuvo kelias per laiką (t + 1) h: (s 

AB = 200(t + 1). 

Pagal lėktuvo kelias per laiką t: AC = 500t. 

Taikome kosinusų teoremą BC? = AB? + AC? - 

-2AB · AC: cos 60° = AB? + AC?- AB АС, 

ВС? = 40 000( + 1)? + 250 00022 - 100 000:(t + 1), 7 

BC? = 10 000(19:2 — 2t + 4). 4 B 


Kad radijo ryšio kokybė būtų geriausia, atstumas BC (ir jo kvadratas) turi būti 
mažiausias: F(t) = 10000 (192 - 2: + 4) — min. 


F'(t) = 10 000(38t — 2), t > 0. Kritinis taškas 4, m ЕВА (h). 


387 19 
F'(t) ženklai c + 
F(t) кайа Jus EE NET er t 1 
ta Vb Atsakymas: 19 h (= 3,16 min). 


Kontrolinio darbo pavyzdys B 


1. Išspręskite lygtį f'(x) = g'(x), kai f(x) = 20 + 0,5x?, g(x) = 6(x - 8). 

2. Raskite funkcijos f(x) = x? + 3x? reikšmių mažėjimo intervalą ir ekstremumus. 

3. Aukštyn mesto kūno aukštis laiko momentu t yra h(t) = 20t - 52; 

čia h — aukštis (m), £ — laikas (s). Raskite: a) kūno skriejimo laiką (iki nukri- 
timo); b) didžiausią kūno pakilimo aukštį. 

4. Raskite funkcijos f(x) = х3 -x? -x - 1 didžiausiąją ir mažiausiąją reikšmes in- 
tervale [0; 2]. 


295 


Kontrolinio darbo pavyzdys 
1. Remdamiesi išvestinės apibrėžimu, raskite funkcijos f(x) = 4х-1 išvestinę. 
2. Judančio kūno kelias, įveiktas per laiką t, уга s(t) = 2t + 2,52. Įrodykite, kad 
judama pastoviu pagreičiu. 
3. Užrašykite funkcijos f(x) = 2x cosx + cosx grafiko liestinės taške, kurio abs- 
cisė x, = 0, lygtį. 


4. Raskite funkcijos f(x)= Tum reikšmių mažėjimo intervalus. 
nx 


/ 
5. Gaminant kelio ženklą stačiakampėje plokštėje piešiamas J 
12 dm? ploto trikampis. Su plokštės kraštine lygiagrečios trikam- 2 
io kraštinės ilgis x (dm), kiti matmenys (dm) yra brėžinyje. 2 
р gis x (dm) ys (dm) y yi 20 


48 
a) Įrodykite, kad plokštės plotas S(x) = 30 + Зх + 23 


b) Raskite plokštės matmenis, kad jos plotas būtų mažiausias. 


* Ya 
PIRMYKSTE FUNKCI 
INTEGRALAS 


15.1. PIRMYKŠTĖS FUNKCIJOS SAVOKA 


5 ын 2 + ч шал ad Rs М 
Pavyzdys. F(x) = sin х yra funkcijos f(x) = cosx pirmykštė funkcija, nes (sin x)” = 
Pavyzdys. Raskime bet kokias tris funkcijos f(x) = 6 pirmykštes funkcijas. 
F G) 53S Fi) ex» 12.56) 9» -5 nes EG) EG) = уе: 


COS x. 


"us 


Nurodytosios funkcijos pirmykštės funkcijos suradimo veiksmas vadinamas šios 
fūnkcijos integravimu. 


15.2. FUNKCIJOS NEAPIBRĖŽTINIS INTEGRALAS 


1. Tarkime, kad F(x) — tam tikra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija (nurodytame 
intervale T, kuriame f(x) уга tolydžioji funkcija). 

Kadangi bet kurios dvi funkcijos f(x) pirmykštės funkcijos skiriasi konstanta, tai 
kiekviena funkcijos pirmykštė funkcija gali būti išreikšta reiškiniu F(x) + C. 
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Rašoma: | | f(x)dx = F(x) +С. 


2. Pagrindinės integravimo formulės: 


1) [&=х+с; 6) [sin x dx = - cos x C; 


«+1 
2) [х°й&х=^—+С, kai 4 5-1, 7) [соз x dx - sin x+C; 
2+1 


3) | =d+; 8) Ї 8 =tg x+G; 
x cos! x 


x a А dx 
4) [a di- +C, kai a > 0, a # 1; 9) Luo 


5) [ea =ё +С; 

3. Kiekvieną integravimo formule galima pagrįsti taikant funkcijų išvestinių for- 
mules. 

Pagrįskime 2 ir 3 formules. 


0+1 
Jei F(x) s (0 + -1), tai pagal laipsninės funkcijos išvestinės formule 
Q+ 


LŽ 1 atly 1 a a . ++ . . . 
F'(x) urbt ') TTA сздр ы =x , todėl funkcijos f(x) = x“ viena i$ pirmykš- 


«+1 


x 

čių funkcijų yra F(x)= à 
ių ju yra F(x) 2 
«+1 


x 


0+1 
Beje, kai о yra teigiamasis sveikasis skaičius, ši formulė teisinga visiems x € R. 


Kai о yra 0 arba neigiamasis sveikasis skaičius, ši formulė teisinga, kai x = 0. 
Jei a yra bet koks realusis skaičius (t. y. bendruoju atveju), formulė teisinga, kai 
x > ll: 
Dabar pagriskime 3 formulę. Tarkime, kad F(x) = In|x|, x # 0. Tada 
1 1 (e e 303 21 
=. (8) Ne =—-—-2+1> >= Ž=Z, todėl 
ФС) р E 
[Lace FG) C -ша ёс. 
x 


Savarankiškai siūlome pagrįsti likusias integravimo formules. 


Todėl [x“dv= F(x)* C - —— +C, kai a > -1. 


F'(x) = (In|x 


4 
Pavyzdys. [ax = Te (2 formulė), | x d E dx =1n|x|+C (3 formulė), 
x 


1 


20: 2 х 
он | “k= т +С=2/х+С@ formulé), Поа = ec (4 formulé). 
2 
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4. Neapibrėžtinio integralo savybės 


1". Dviejų arba kelių funkcijų sumos (skirtumo) integralas lygus šių funkcijų inte- 
gralų sumai (skirtumui). 
2“. Pastovusis daugiklis gali būti iškeltas prieš integralo ženklą. 


Šias savybes galime užrašyti formulėmis Í (Р(х) + g(x))dx = | f G)dxs [g(z)dx, 
[Ооу =k ffGoax. 


1 pastaba. Lygybė tarp integralų suvokiama kaip lygybė konstantos tikslumū 
(pavyzdžiui, reiškiniai x? + C ir x? + (1 + C,). 

2 pastaba. Atkreipkite dėmesį, kad nėra taisyklių dviejų funkcijų sandaugos ar 
dalmens integravimui. 

Mokėdami pagrindines integravimo formules ir žinodami integralo savybes, ga- 
lime integruoti nesudėtingas elementariąsias funkcijas. 


Pavyzdys. Apskaičiuokime neapibrėžtinį integralą | (3x? - 2 sin x+6)dx. 
Sprendimas. Taikome neapibréZtinio integralo savybes: 
[(3х° -2 sin x+6)dx =3 [x*dx-2 [sin x dx +6 [ax = 
6 6 
-3-2--2(-о8 х)+бх+С =7-+2 cos х+бх+С. 
Pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = 2 – x pirmykštę funkciją, kurios grafikas eina 
per tašką A(1; 2). 
Sprendimas. Skaičiuojame f(x) neapibrėžtinį integralą 
2 
[fœ = |(2-х)йс-2 fax- | фс-2х-2-46. 
Taigi bet kokia pirmykštė funkcija, taip pat ir ieškomoji, gali būti išreikšta reiš- 
2 
kiniu F(x)= 26-5-86. 
2 
Kadangi funkcijos y = F(x) grafikas eina per tašką A (1; 2), tai 2 1-L+C =2. 


Išsprendę šią lygtį gauname C = ES EUN 
Р Аа. 2: Atsakymas: F(x)= 2-767. 


15.3. FUNKCIJŲ g(x) = f(ax + b), a z 0, INTEGRAVIMAS 


1. Jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija, tai, kad ir kokie būtų a + O ir b, 
ff(ax bd = Р(ах+Ь)+ С. 
Įrodymas. Pakanka įrodyti, kad funkcija G(x) = \ F(ax+b) yra funkcijos g(x) = 
= f(ax + b) pirmykštė. : tikrųjų те sudétinés funkcijos diferencijavimo tai- 
syklę gauname: G'(x) = —  (F(ax-eb)) =1 f(ax b): (ax *- by. 
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Kadangi (ax + by = a, tai G(x)= 2: -Дах--Ы)-а- f(ax b) = g(x). 
a 
Pagal neapibrėžtinio integralo apibrėžimą fed =G(x)+C. Teiginys įrodytas. 


28! (ax b)" 


+C, a z 0, а z -1; 
+1 


Pavyzdžiai: 1) |(ах--Б)У“дс- 


2) ЗЭР ээн л AION аж 3) feti =L ee +c, a + 0; 
а 


4) — = nja+b|+C, а +0; 5) =+ 5-С,аа0, 
1 
6 in (3x)dx = —— 3x)+C; 7 m -——— 6-7 : 
) [sin x) 3 cos ( x) ) Бён 5 n|6-7x|+C 
8) [——--is(E-)e 
co? (2-3) 


3 

1 (2-8xy i 3 

9) |У2-8х KR в (SS (2-8х)? +C. 
2 

2. Integruoti funkcijas yra sudėtingiau, negu jas diferencijuoti (t. y. ieškoti išves- 

tinės). Reikia naudojantis funkcijų savybėmis taip pertvarkyti integruojamą funkciją, 


kad galėtume jei pritaikyti ao savybes 5 formules. 


2x- TINI L 2x- 3 d 43 n 
ерып Eu. Таж 3 2  2x-3. = рез 27772 
CREME ал 
2 2.2 2 r4 
dx 1 sin? x - cos? x 
“үл... ЭЭН LM Ела ЕИ 
| sin? x cos? x | sin? x cos? x | sin? x cos? x 


1 1 dx dx 
= + dx = + |—— =tg x—ctg x+C. 
|| cos!x sin? J has x asi "ig A ud 


15.4. KREIVINĖS TRAPECIJOS PLOTAS. 
APIBREZTINIO INTEGRALO SĄVOKA 


1. Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi intervale 


x € [a; b] ir šio intervalo taškuose įgyja neneigiamasias reikš- 
mes (žr. brėžinį). 
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Kitaip tariant, kreivine trapecija vadiname plokštumos Oxy taškų aibę 
{(; у) | a<x<b; Osysf()h b>a. 


2. Yra įrodyta, kad kreivinės trapecijos plotas S,, = F(b) - F(a); čia F(x) — funk- 
cijos f(x) pirmykštė funkcija. 


Rašoma j f(x) de= F(x)| = F(b)- F(a). 


Si formulé vadinama Niutono ir Leibnico formule. 

Jos kairioji pusė perskaitoma taip: „Funkcijos f(x) integralas nuo a iki b“. Skai- 
čiai a ir b vadinami integravimo rėžiais. 

3. Kreivinės trapecijos {(х; y) | a < x < b, 0 € y < f(x)), b > a plotas užrašomas 


b 
funkcijos f(x) apibrėžtiniu integralu: S, = | f(x) dx. 


2 
Pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą pe dx. 
1 


7 


2 3 

1 

Sprendimas. [x d=% |? 2 (22-18) =. 

p imas ЇЕ 3 р 3 ) 3 

Beje, mes apskaičiavome brėžinyje pavaizduotos krei- 
vines trapecijos (x; y)| 1 < x < 2; 0 < y < x?) plotą. 


4. Apibrėžtinio integralo savybės. 


1“. [(fG)+g(2)) ax = [f(z) dx z fg(x) dx. 


b b 

2". [kf (x) ac = k [f(x) dx, k — bet koks skaičius. 
b : 

3". | fa) = | f(x) dx. 
a b 

4“. Tarkime, kad a; b; c priklauso intervalui, kuriame funkcija f(x) yra tolydi. 
b c c 
Tada ff(x)dx« [f(x) dx = f(x) dx. 

a b a 


5". Jei lyginė funkcija f(x) yra apibrėžta ir tolydi intervale [-a; a], tai 


Iro) dx = 2 [fG) dx. 


6". Jei nelyginė funkcija f(x) yra apibrėžta ir tolydi intervale [-a; a], tai 


Тло) =. 
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1 1 1 2 
x 
Pavyzdžiai. | |х| dx 22 ||xix 22 |x dx 2 2— ; 
vyzdžiai. | ас-2 рів е2 sar =25 
B 
| x cos x dx = 0, nes f(x) = x cos x — nelyginė funkcija. 


5. Panagrinékime daugiau apibrėžtinio integralo skaičiavimo pavyzdžių. 


Pavyzdžiai: 1) | x dx =—cos x ns —(cos t — cos 0) = -(-1—1) 22; 


2) [š- 


?-InR- -nR =: (čia R,> 0, R,> 0). 


_|= ўа a > 


n 


: 
3) (зв х-—® * зах! 
0 0 0 


С o)-5 (uus ЕСИ 


2 
4. Apskaičiuokime plotą figūros, apribotos kreive Цаст ir 


tiesémis x = 1, x = e (žr. brėžinį). 
2 
Figūros {(х; y)| 1 <x<e; 0 <у < 2, t. y. kreivinés trape- 
x 
cijos, i$ vir$aus apribotos funkcijos f(x) 22 grafiko lanku, 
x 
plotas S = [feo dx = Ë ах, t. y. 
1 х 


1 


$-2 [2х =2(ше-ш1)=2(1-0)=2. 
X 
š Atsakymas: 2. 


15.5. FIGÜRU PLOTŲ SKAIČIAVIMAS TAIKANT 
APIBRĖŽTINĮ INTEGRALĄ 


1. Panagrinėkime sritį (figūrą), kurią riboja dvi verti- 
kaliosios tiesės x = a ir x = b (b > a), iš viršaus — funkci- 
jos y = f(x) grafikas, iš apačios — funkcijos y = g(x) grafi- 
kas (žr. brėžinį). 

Šią figūrą galime apibūdinti kaip plokštumos Oxy taškų 
aibę (65 y)| a < x < b; р(х) < y € f(x), b » a. 
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b 
2. Formulė šios figūros plotui skaiciuoti:|.$ = Ї f(x)- g(x)) dx. 


Pavyzdys. Apskaičiuokime figūros, ribojamos parabole 
у =x ir tiese y = x + 2, plotą. 

Sprendimas. Parabolės ir tiesės sankirtos taškų abscisės 
yra lygties x? = x + 2 sprendiniai, t. y. x, = -1, x, = 2. Figūra 
pavaizduota brėžinyje. 

Figūros ((x; y)| -1€x < 2; x? < y € x + 2) plotas 


$= [«+2—2ув@, t. y. S= [xix 2 [®- [а= 
E -1 -1 -1 

2 

4 


X 1 1 9 
+25| -Ž,-56-0+22+)-ž(8+0-=Ž. 


9 
Atsakymas: 27 


15.6. SUKINIO TÜRIO SKAICIAVIMAS 


Teorinės žinios 


1. Tarkime, kad kreivinė trapecija ((x; y)| a <x < b; 
0 € y € f(x)) sukama apie Ox ašį (žr. brėžinį). Tokiu būdu 
gaunama erdvinė figūra vadinama sukimosi kūnu arba tie- 
siog sūkiniu. 

2. Minėto sukimosi kūno (sukinio) tūris gali būti ap- 


b 
skaičiuojamas pagal formulę |V = л [ Р(х) dx. 


Pavyzdys. Apskaičiuokime rutulio, kurio spindulys R, 
tūrį. 
Sprendimas. Rutulys yra sukinys, gaunamas sukant 
2 2 2 
+ 


v < R 
X pusskritulį f Y 57 apie Ox ašį (žr. brėžinį). 


/ff; J 20 
Et Toks DRAK — tai kreivinė trapecija 


e» Rss оуу х7}. 


Įrašę | tūrio formulę f(x) = УА? - x", gauname 


R R 
V =r | (Е х?) dx - 2n [(R* - x?) dk, t. y. 
-R 0 


p= олж Jūs 2n | as =R: y|. wE 


4nR* 3 
. Tai rutulio tūrio formule: V = ыг : 


R 
0? 


V -22R'(R-0)- E (R° -0)- 
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15.7. KAI KURIE KITI INTEGRALO TAIKYMAI 


1. Jeigu judančio kūno greitis laiko momentu t išreiškiamas funkcija v = v(t), tai 
b 

kelias, jveikiamas per laiko tarpą At = t, — t,, skaičiuojamas pagal formulę As = | v(t) dt. 
4 

2. Jei materialusis taškas juda Ox ašies kryptimi, o jį veikiančios jėgos projekcija 

į Ox ašį yra koordinatės x funkcija F = F(x), tai taško koordinatei x keičiantis nuo x, 


iki x, jėgos atliekamas darbas A= ЇР (x) dx. 


х 


1. Kas vadinama funkcijos f(x) pirmykšte funkcija? 
2. Ar gali funkcija turėti tik vieną pirmykštę funkciją? tik tris pirmykštes funk- 
cijas? 
„ Išvardykite kokias nors tris funkcijos f(x) = 2x pirmykštes funkcijas. 
„Kas vadinama neapibrėžtiniu integralu? 
„Kokia figūra vadinama kreivine trapecija? 
. Paaiškinkite apibrėžtinio integralo sąvoką. 


ANNAU 


. Išvardykite Jums žinomas apibrėžtinio integralo savybes. 
8. Paaiškinkite, kaip skaičiuojamas plokštumos srities plotas taikant apibrėžtinį 
integralą. 
9. Kaip suprantate sukinio sąvoką? Kaip randamas sukinio tūris? 
2 3 
AX : : И E dx dx 
10. Paaiškinkite, kodėl neturi prasmės apibrėžtinis integralas: a) [m b) f : 
Ж 33-2 


Orientaciniai uzdaviniai 


1. Suintegruokite: 
a) [6x*dx; b) (22 -3)as c) ре (ž)as а) [8-xy dx; е) [x(x- dx; 


9 |(3Ух-42)(34х-4-/2) а; g) [(x-2)(x°+2x+4)dr; h) 25554 “фс, 

2. Raskite funkcijos f(x) = sin x pirmykštę funkciją, kurios grafikas eina per tašką 
A (0; 3). 

3. Raskite funkcijų f(x) = 2x — 1 ir g(x) = Зх pirmykštes funkcijas, kurių grafikai 
kertasi taške K (2; 1). 


4 
4. Suintegruokite: a) |(3х-5)°@; b) 1-3) Ф; с) |(9х-8У 


d) [sin (6х1) Ф; е) | /2х-1 dx. 
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XII klasė 
5. Apskaičiuokite apibrėžtinį integralą: 
3 2 4 e 
dx dx 
a) [x dx; b) [cosxdx; с) |=; d) |—. 
| ! PET: 


6 
6. Apskaičiuokite apibrėžtinį integralą: 


sin x cos x dx. 


5 = 2 
dx 6 
а) ; b) |ѕіп2 хас; c) | 2х4х d) 
Er -1 | | 


B|a а 


7. Apskaičiuokite plotą kreivinės trapecijos, apribotos linijomis: 

a) y = x°, y = 0, x = 4; bye 2, y=0,x=1,x = @; 
c) y = cos x, y = 0, х=, хал d) y = 4x—x°, y = 0. 

8. Apskaiciuokite plota srities, apribotos linijomis: 


a) y = x2— 3x, y = 2x -4; b) y = cos x, »- (e c)y = 6x -x,y = 5. 


9. Apskaičiuokite a, jeigu [dx - 
1 


10. Parabolė, kurios šakos nukreiptos žemyn, kerta Ox ašį taškuose (0; 0) ir (2; 0). 
Šios parabolės ir Ox ašies apribotas plotas lygus 4. Užrašykite parabolės lygtį. 

11. Kreivinė trapecija apribota linijomis y -Jx; y = 0; x = 1; x = 9. Apskai- 
čiuokite: 

a) šios kreivinės trapecijos plotą; 

b) tūrį sukinio, gauto sukant šią kreivinę trapeciją apie Ox ašį. 

12. Judančio kūno greitis priklauso nuo laiko pagal dėsnį v(t) = 2 + 0,51 (m/s). 

a) Raskite kelią, įveiktą per 5 pirmąsias judėjimo sekundes. 

b) Apskaičiuokite vidutinį greitį per penktąją judėjimo sekundę. 


Pasitikrinkite 
1. Raskime funkcijos f(x)= /2x-3 pirmykštę funkciją, kurios grafikas eina per 
tašką А(14, 2). 
Sprendimas. Nurodytos funkcijos neapibrėžtinis integralas 
3 


[/(c)dx= [2x-3dx- i TE) ӨС 


2 


Iš visų pirmykščių funkcijų F 0)-44(х-3) -C išrenkame tą, kuri tenkina 
sąlygą F(14) = 2: “Je :14-3y -С-2, Sc= Е. c=- 


| 3 
Atsakymas: F(x) = мэт, 
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2. Dviem büdais suintegruokime [e -1) дх ir palyginkime gautus atsakymus 
Sprendimas. / būdas: [(х -1/дх- Je -2x+1)dx= [реа -2 [x dx- |ёс = 

re +x+C „KO 


3 


II būdas: Kadangi [(ах+ь) ах = 2 len uc tai 
[fo-i*a | = € =) ьс зэм 1 
Kadangi neapibrėžtiniai integralai skiriasi tik konstanta, tai abu atsakymai teisingi 


+C. 


cos2 x dx. 


e Ala * 


3. Apskaičiuokime: a) [= y, b) ЇЕ c) 


au Оле 
Sprendimas. a) lac z= fex- 1) des CDS | E = 
31 I CU 4 
 212-1-1..2.2-1) 3 | 
Atsakymas: 3 
3 M ME 
2 2 
b) [V3xdx- J8 | Ухах-43 | Сас-43-2-| = 
1 
3 3 з 23 
243: гї |. 2/8 1 ) 52 
3243. z |- 2345-1232 
3 ца! A 343) 9 
52 
Atsakymas: 70” 
c) Taikome formulę cos“ x = р (14 cos (2х)): 


5 6 p n 
feos? xdc- 1. |(1+сов (2х)) de = [ac [сов (2x) dr = 
0 2 0 25 25 


т 


l alan 1-4 33 9] 255343) 
TN 12,42 24 
214343 
Atsakymas: —— ——. 
Sprendimas 
2.2 2 2 2 2 2 4 
Р Hars (iL) fra [8-7 |х| -2-2-нш2-1-2-2, 
1 Xx í X e es 1 2 


3 
Atsakymas: 27 In 2. 
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5. Apskaičiuokime figūros, kurią riboja parabolė y = 
= 9 —x2 ir Ox ašis, plotą. 
Sprendimas. Parabolė y = 9 – x? kerta Ox ašį taškuose (3; 


3 

0) ir (-3; 0). Taigi S= [(9—x*) dx, 
-3 

3 33 

8-9х -9(843)-232- 


-3 


36. 


Atsakymas: 36. 


6. a) Apskaiciuokime srities, apribotos linijomis yes xa, x=b, y=0 
x 
(0 <a « b), plota. 


Б-а b) b-a 


b) Irodykime nelygybe «In| |< ——. 


a a 
c) Remdamiesi jrodytaja nelygybe, įrodykime, kad 0,16 < In 1,2 < 0,2. 
y Sprendimas. a) Kreivinės trapecijos, kurią riboja hiperbo- 


lé y- 1, Ox ašis (tiesė y = 0) bei tiesės x = a, x = b, plotas 
59 
b b 
1 de s b 
увоз S= ёс» [S = nz] «inb-Inacin| — |. 
ygus Ё ЕЁ nx| n na (4) 


b) Stačiakampio (žr. brėžinį) ABCD plotas 


5 -Ар-АВ-(В-а)---2:9. 


Stačiakampio AEFD plotas S, = АР. АЕ =(Ь-а)- 1-2-8. 
a a 
š ? dese . b-a b -а 
Kadangi S, < 5 < S, (Zr. brėžinį), tai —— < In B 
a 
2) Tarkime, Ir = б, a = 5. Кайнцйй eh Се Seda pin 
m S a S b 6 


tai 0,16 < In 1,2 < 0,2. 

7. Tiesė AC (žr. brėžinį) liečia funkcijos f(x) = x? gra- 
fiką taške C, kurio abscisė х, ir kerta Ox ašį taške A. 
Iš taško C nubrėžtas statmuo CB į Ox ašį. Įrodykime, 
kad figūros ABC plotas dvigubai didesnis už figūros OAC 
plotą. 

Įrodymas. Kreivinės trapecijos OBC plotas 


= 3 - 1g 
5 = |x dy = . 
AOBC | 4 


Funkcijos f(x) = x° grafiko liestinés AC krypties koeficientas 


d BC x x 
k=tg /ВАС = f'(x,) 3x2, todėl AB=—————=—=—. 
8 JU cog. 23 tg ZBAC 3! 3 


15 PIRMYKŠTĖ FUNKCIJA. INTEGRALAS | 307 


4 
Stačiojo trikampio ABC plotas S, sc =; AB -BC = i : > de ==. 


ху em 
Figūros ОЛС plotas S,o,c = Šionc — SA4pc = 3 = 2 


Todėl Змвс. =2. Teiginys įrodytas. 
AOAC 
8. Įrodykime kūgio tūrio formulę V = „лен ; čia R — kūgio pagrindo spindulys, 
H — kūgio aukštinės ilgis. 
Sprendimas. Kūgis — sukinys, gautas sukant statųjį tri- > 
kampį OAB (žr. brėžinį) apie vieną jo statinį OA. i EGG EEG, 


O(0; 0), A(H; 0), B(H; R). 2 7 


Trikampio OAB įžambinės — tiesės OB lygtis 


23 бу H 
y H? р S Д 


Sukinio, gauto sukant Нейга les у)|0<х<Н; 0<у< | 


Н 2 2Н 3 
apie Ox ašį, tūris V =x (=) z жах = — 
0 Н 0 


TR? 
зн? 


1 


еў = АГ, V = zH. Tai ir reikėjo įrodyti. 


Kontrolinio darbo pavyzdys 


1. Raskite funkcijos /(х)-4/3х pirmykštę funkciją, kurios grafikas eina per taš- 
ką А(3, 2). 


2 2 3 
2. Suintegruokite: (2 = ч 2 zj dx. 


1.2 
3. Apskaičiuokite: [2-27 dx. 
i x 


2 


4. Raskite plotą, apribota linijomis y = х2, у = Jr. 


5. Raskite tūrį sukinio, kurį brėžia kreivinė trapecija, apri- — 
bota linijomis y Et y = 0,x = 1, x = 2, sukdamasi apie Ox ašį. 
x 


6. Iš parabolės f(x) = х? taško nubrėžtas statmuo AB į Ox 
ašį. Įrodykite, kad kreivinio trikampio OAB plotas yra dvigubai 
didesnis už pažymėtą plotą, kurį riboja parabolės lankas ir jo 
styga. 


16 рлкактокме 


16.1. TESTAS VIDURINĖS MOKYKLOS MATEMATIKOS KURSO 
ZINIOMS PATIKRINTI (B) 


1. Skaitmenimis pažymėti šešiakampės žvaigždės kampai, 
Z1 + 44 = 130°, Z2 + Z5 = 90°. 

Tada 43 + Z6 =..... 

А 115° В 120° С 130° D 140° E 150? 


ab 
2:5 tine t _— 6 
uprastine trupmena DM gauname 

b b 


1 а 
Жао Ibo БХ 


3. Reiškinio 3° - 9° reikšmė lygi: A1 B35 С272 D 3 E127 


4. Paltas, kainavęs 600 Lt, pabrango 10 %. Vėliau jis buvo parduotas su 10 96 
nuolaida. Dabartiné palto kaina: 
A 594 Lt В 540 Lt C694Lt 049414 Е 600 Lt 


5. f(x) = xi? - 3), Р(х) =..... 
А 2x(2x - 3) B2x(2x? -3) C4? D4x-3 Е40 


6. logos 4 — 3logos 4 = ..... 
1 
A1 B-1 C2 D; Е-2 


16 PAKARTOKIME | 309 


7. Skritulio centras — taškas O, skersmens ilgis 
AB = 4 cm, ZAOC = 150°. Apskaičiuokite: 

a) trikampio AOC plotą; 

b) pažymėtos dalies plotą (0,01 cm? tikslumu). 


x 2x-1 
8. Išspręskite lygtį (2) 48) . 


9. Taisyklingosios keturkampės piramidės pagrindo kraštinės ilgis 2/2 dm, pira- 
midės šoninės briaünos pasvirusios į pagrindo plokštumą 45? kampu. 

a) Apskaičiuokite piramidės pagrindo įstrižainės ilgį. 

b) Apskaičiuokite piramidės tūrį. 

c) Įrodykite, kad piramidės šoninė siena yra taisyklingasis trikampis. 

10. Devyni mokiniai, sudarantys viktorinos komandą, sunumeruoti numeriais nuo 
1 iki 9. 

a) Keliais būdais galima išrinkti du šios komandos dalyvius (iškviesti juos abu į 
sceną)? 

b) Atsitiktinai į sceną iškviečiama dalyvių pora. Kokia tikimybė, kad jų numerių 
suma lygi 52 


Moksleivi 
11. Išspręskite nelygybę 12 ¿s skaičius | 
x 
12. Išmatuoti 20 mokinių ügiai (cm). Matavimo mn 
rezultatai pavaizduoti stulpeline diagrama (tik ne- 6 
spėta nubrėžti stulpelį, atitinkantį 190 cm ūgį). 4 


Raskite 190 cm ūgio mokinių skaičių ir pa- Ш. 
а) ! c ve M к ас 160 170 180 190 ūgis (cm) 


baikite braižyti stulpelinę diagrama. 
b) Apskaičiuokite ištirtos mokinių grupės ūgio vidurkį. 
13. Išspręskite lygtį 2 sin? x = /3sin x. 

a 


14. Apskaičiuokite b 


» kaia = 3: 105, b = 8: 103. Atsakymą užrašykite standar- 
tine išraiška. 
15. Į kubą, kurio paviršiaus plotas lygus 1, įbrėžta sfera. Raskite šios sferos plotą. 
16. Iš Palydiškių į Laukiškes važiuodamas a km/h greičiu, traukinys atvyktų 
į galinę stotį anksčiau numatyto laiko tiek pat, kiek pavėluotų, judėdamas b km/h 
greičiu. Kokiu greičiu jis turėtų važiuoti, kad atvyktų į Laukiškes tiksliai pagal gra- 
fika? 
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16.2. TESTAS VIDURINĖS MOKYKLOS MATEMATIKOS KURSO 
ZINIOMS PATIKRINTI (4) 


B L с 1. AL — lygiagretainio ABCD kampo pusiau- 
kampinė, CL : LB = 1:2 (žr. brėžinį). 
Tada KD: KB =..... 
А2:1 B4:3 СЗ:2 D3:1 Е7:4 
2. 9(2? + 4?) =... 


/ 16 | 
4 A216 В 57 C27 D9-6 E 48 


3. Trikampio pusiaukraštiniu ilgiai 7,5 cm, 7,5 cm, 12 cm. Šio trikampio plotas 


lygus: 
А 30 cm? В 32 cm? С 35 cm? D 40 cm? E 36 cm? 


4. Sekos (x,) nariai tenkina sąlygą x, , , = nx, - 2(-1)". Taigi 12x3- х; —..... 
AS B6 C-6 D10 E-4 
5. Du kartus metamas simetriškasis lošimo kauliukas. Tikimybė, kad iškritusių 
akių skaičių suma lygi 4, yra: 
2 1 
А 12 В 9 сз р 0,4 Е 5 
= 


тас a < 0; b < 0. Tada 


A2 B ES C = р 2 Е 3 
Э 3 3 
7. Išspręskite lygtį x? 2—- x = 1642-х. 


a-b 


8.a=3-102b=9-10-5,c = (2 - 103)3. Apskaičiuokite . Atsakymą už- 


rašykite standartine išraiška. 

9. Autobusų bilietams pabrangus 50 96, keleivių srautas sumažėjo 20 96. Kaip 
ir keliais procentais pakito autotransporto įmonės įplaukos? 

T 

10. Išspręskite lygtį (sin x — cos x)? = 2 cos? 172 

11. Stačiakampio ABCD kraštinės AB = 16, AD = 12, 
K, L, M, N — kraštinių vidurio taškai (žr. brėžinį). 

a) Apskaičiuokite pažymėtosios dalies plotą. 

b) Įrodykite, kad KL || MN. 

c) Apskaičiuokite atstumą tarp tiesių KL ir MN. 
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1 


2 
12. Apskaičiuokite [cos (zx) dx. 
H 


6 

13. I$ 8,6 m aukščio horizontaliai mesto kūno koordinatės kinta pagal dėsnius: 
x(t) = 6t, y(t) = 8,6 – 52; čia t — laikas (s), x; y — koordinatės (m). 

a) Įrodykite, kad laiko momentu t kūno atstumo nuo koordinačių pradžios taško 
kvadratas lygus F(t) = 252 — 2) + 73,96. 

b) Kokiu laiko momentu skriejančio kūno atstumas nuo koordinačių pradžios 
taško yra mažiausias? 

c) Apskaičiuokite (metro tikslumu) mažiausią skriejančio kūno atstumą nuo 
koordinačių pradžios. 

14. Trikampio ABC kraštinės AC = 3, AB = 2, ZBAC = 60°, G 
N — kraštinės BC vidurio taškas. Nagrinėjami vektoriai: 

AB=b, АС=с, AN =ñ (žr. brėžinį). Raskite: 3 N 

a) skaliarinę sandaugą Бе; 

b) skaliarinę sandaugą БЯ. A B к 

15. Stačiojo trikampio įžambinė yra plokštumoje o, trikampio statiniai su šia 
plokštuma sudaro 30? їг 45? kampus. Raskite kampą, kurį minėto trikampio plokštu- 
ma sudaro su plokštuma a. 

16. Į skritulį, kurio plotas Зл, įbrėžtas taisyklingasis penkiakampis. Apskaičiuo- 
kite jo kraštinės ir įstrižainės ilgių kvadratų sumą. 
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ATSAKYMAI 


ORIENTACINIU UZDAVINIU ATSAKYMAI 


1. SKAICIAI IR REISKINIAI 


1. a) AUB = (-1, 2, 5, 9), ADB = (2); b) (1, 9). 2. a) 30; b) 52. 3. a) y b) -0,5; 


c) x d) 0,25. 4. a) 45; b) 13; c) 84; d) 8. 5. a) ab(3a – 4b)(3a + 4b); b) (3a - 4b)(3a + 4b - 1); 
с) (x - y)(x + y - 1); d) 8ab(a  2b)(a? - 2ab + 4b?); e) (x - 2)(x + 2)( + 2x + 4)(x2 - 2x + 4); 


х-1 x42 а? -2a*4 2 x-b 2 x+1 
6. a ke Донен үх eger wo o —; b) — ; d) —; 
B ) T ) a-5 9) x42 ) abx ax — x? ) 8 
e) P е . 8. a) 3; b) 1; с) 4. 9*. a) 1; b) 4; c) 5; d) z + 1. 108. a) Vx; b) x; c) 4x. 
De 
11*. 21. 


2. LAIPSNIAI. LOGARITMAI 


1. a) 3; b) 32; c) 45; d) 3. 2. a) 125; b) > 3*. a) 10; b) 5,8; c) 2007. 5. a) 2; b) 0,1; c) 
2. 6*. а) 1,5; b) 5,2: с) = 79, 16. 8*. a) 0,25; b) 25. 99.:3,5:107.. 10. а) 2; b) 6; c) -4. 
11. a) 35; b) 10; c) m 4) 3. 12.a «0; b «0; c «0; 4> 0. 13. (3). 14*. a) 2; Б) 2; с) 1,5. 
aci 
15*. 2. 16*. 0. 17*. а) 3 – За; b) Eu 18*. 3. 


3. FUNKCIJOS SAVOKA. LYGTYS IR NELYGYBES 


9 -8. . t+2 = ñ . = [-3- соў. 
La) 52; ——, Ь)0 -8 зо 2: DU) = [0; DUB 3) 3. а) ЕД) = [-3; +=); 


b) Еф) = (==; 9]; c) E(f) = (4: +); d) E(f) = (5: +=). 4*. a) Df) = (=; 3], Е() = (2: +); 
с) [3; 4]; d) g(x) = 4x—x2— 1; e) 0. 5*. a) Lyginė; b) lyginė; c) nei ed nei nelyginé; 


d) nelyginė. 6*. a) g(x) = 2 + x; b) g(x) = 3x + 6; c) gœ) = Yx; d) gœ) = —. 7. a) Didėja, kai 
xe[3; +æ), mažėja, kai xe (—e; 3]; b) didėja, kai хє(—=; 0), mažėja, Каі xe (O; +оо). 


8. a) 36 m; 108 m; b) t = 248: с) 5 s; 10 s. 95, a) (2); b) Ø; с) {3}; d) 1-1). 10. a) {3}; b) {1}; 
даш 


c) Ø; d) (15); e) (5; f) (5). 11*. a) (-1, 2); b) t 2 c) (42); d) 4-3,2); e) E Il, 


f) (2). 12*. a) {+1}; b) E zh c) (3, 5). 13. a) ((4; -9)); b) ((1; 2)}; c) ((1; 3), (3; –1)}; 
9-46 0, (-5 5): 9-2) (5 J 07 (C4 2), (& 2) в)" (Cls -3), (1; 3); 
h)* ((-1; 22), (1; 2). 14*. 4. 15*. A (42; 42) B(-2; - J2). 16. a) (0: 8]; b) C; -4]UI4: 


+æ)U{0}; c) (2; 5); d) Ces -2]U[4; +); e) E Ч f) C -1)U{3}; g) Cos 0); 


h) (0; +); i) (1; +œ)U{-2}. 17*. a) (0; 5); b) (—s; -2]U[3; +); с) (es -1)U(1; 2]; 


ATSAKYMAI 


3 


з е) Ces; 3); f) (-s d g) (-5; 5). 18. a) [-2; -1); b) (-3: 3]; 


о [255 45. SI 


c) (-Ž oJuts: +); d) (—s; 0)U[2; 3); »(- $ gi f) [-5; -3)U (2; 5]. 19*. а) E о) 
U(0; 2]; b) (-es; pulo 3) 20. 2 km/h. 
45, SKAICIU SEKOS. PROGRESIJOS 
1. 1. 


1.a) 4; 2; 0; -2;b) 4; 10; 18; 28; c) 2; 8; 24; 64; d) 1; —5 7 E 2. a) x, = 2n + 1; 


b) x, = n?; c) x, = v d) x, = (-1)2^-!. Aritmetinė progresija (a), geometrinė progresija (d). 
n 
17n - Зп? : 

4. b) S, = T 5. 306. 6. Per 12 dienų. 7. a) d = 2; b) 44; c) 28(V3 +1). 8. 5,, = 1026. 
9. a) 486; b) 364 3 10. Naudingesnis pirmojo darbdavio pasiūlymas. 11. 4 = 36. 12. a) 3145725; 
b) -349525. 13*. 5, = 511. 14. a) 132; b) 40; c) D. d) 13,5. 158, 4. 16*. 7 m. 

5. LAIPSNINĖ FUNKCIJA. IRACIONALIOSIOS LYGTYS IR NELYGYBĖS 

1.a) (0, 1); b) [1; +)0{0}. 25. a) (1); b) 14); с) 118); d) (16). 3. (3; 4). 4. {5}. 

9 1 35 

5. a) 12); b) B); ©) (5; d G е) (20 00-64 [2h Б) (11:93:45 [5 S 
e) t d 7*. a) [-2; 2); b) (2: +>)U(-1); c) {1}; d) (0: 1); e) [0; 1)U(4; 5]. 8. a) (-5 -45)0 
U(V5; 5); b) E 345 7]. 


6. RODIKLINÉ FUNKCIJA. RODIKLINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS 
1.a) E(f) = (0; +); b) Е() = (0; +); c) Elf) = (3; +); d)* E(f) = (0; +e). 
2. a) f(-1) = 2,5, f) = 4,25; b) /(У3) 729. 3. a) a = 2, b = 4; b) a = 3; b = -1. 5. a) 2; b) 1. 


6. Lygtis turi du priešingų ženklų sprendinius. 7. a) IBI b) (-2); с) {0}; d) R; e)" {1}; 


f)* 1-2, 1); g)* 14); h) (6). 8. a) (1; 0); (0; 2); b) Ox ašies nekerta; (o -) c) (-2; 0); (0; 4). 


95, Po ketverių metų. 10. a) {1}; b) (1); c) (-2). 11*. a) ((2; 1), ie 1), E 2) 
b) [= 12). 12*. а) (3); b) 4-1, -3); c) [1, 3, 24-21, d) (1); e) (4, log, 5). 13*. Po trijų 


parų. 14*. a) (2, 4); b) (3); c) (0, 2); d) {4}. 15*. a) a < 0 ir а= һ)а<01г a=2; 
c)a > 0 ir a = -8. 16. a) [7; +); b) (-2; 1); с) (~; -5)U(0; +); d)* [-2; 0); e)* (—; -2)U 


U(1; +e); f)* [-1; 0)U(0; 2]. 17*. a) [0; 1]; b) (==; -1)U(1; +e); c) y +e |; d) [-2; 2]; 


e) (4; +)U{0}; f) (=s; -3]U (3). 18. a) D(f) = [0; 4]; b) DA) = (==; 0)U(6; 6]; с)* DA) = 
= (7e -2)U(2; +); d)* D(f) = {+1}; е)* D(f) = [-2; +). 
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ATSAKYMAI 
7. LOGARITMINĖ FUNKCIJA. LOGARITMINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS 


2.a = 3. 3. B priklauso, C nepriklauso. 4*.a = 3; b = 1. 5*. а) а = 0,5; b) a = 2. 6. a) 3,5; 
b) 2; c)* 2; d)* 2; e) 4. 7. a) D(f) = (—s; 5); b) DA) = (=s; 1)U(1; 2); с) р = (—=; 0)U 


U(0; +); d) D(f) = E 2)uG; 3). 8. a) (6); 913 y: c) (1); d)* (6). 9. a) B: b) (5); 
шы 


c) {3}; d) {3}. 10*. а) (4); b) {1}; c) (-8, 265; d) (8). 115. a) е нЕ 


b) fa “|, c) {5}; 4) Ë k 12. a) 3; b) 6; c) 12. 13. a) (1000, 0,1}; b) (4, 0,25}; c) E j 
14. a) (0,1, 100); 9 154 x o {з 35 155.3, = 1,52. 165, 015 25 (5:0). 17. [3: 
6); b)* (-6; 4); с) (5: 1 d) (1; 26); e) (0; 81]; f)* (0; 50). 188. a) 3; b) 36, с) 45; 


d) 6. 19*. a) (0; 2); b) (0; 1]; c) (3 J 20*. а) (-4; –3]; b) Е 2) 


8. TRIGONOMETRINÉS FUNKCIJOS 
843 , 2130 2413 3 
m cm 2. 


2 
по — ——, cosa - ——, 1805--, ctga-—; 
a) 13 g ga 


1.2) 543 cm; b) 13 J 


2n 5n 1080 
b) 10 cm. 3. a) 5 = c) cm d) = 4. a) 72°; b) 15°; c) 390°; d) (= x |. 5. a) x (cm); 


127 3n 8л Зл 
b) -z (сш); c) “, (сш); d) 73 (сш). 6". > (cm). 7. a) 8л; b) A(2; 243); c) B(-2453; 2). 
87, БЕ Atem) пє 2. 9. а) 1; Б) 1; c)* 1. 10. a) sina=-$; b) sina = 22. 


245 


5 
11. a) cos œ = -0,8; sin œ = -0,6; b) cosa. = ix sin 4 = —. 12*. a) 0,22; b) 0,18. 13*. 7; 18. 


5 5 
14. a) 1; b) 0,25; c) -3; d)* i 2; e)* -1. 15*. a) шар b) - an ; €) 2-45; 92; 


1 
Эн n 16*. a) -0,96; b) 3” с) 0,8; d) 0,01. 175. а) 20-/3 (m); 20-/3 (m); 20 m; b) 45°. 
251 Зл 4 4 T T 
19*. b) 0,48; c) “64? d) 1,2; e) Fu 20*. а) 2 sin 40: cos 30; b) 4 sin 30 cos (8+2) cos (4-2) 
c) -2 cos a. cos 30; d) 4 sin 2a sin? œ; е) 2 sin (8-2) sin (зех). 21*. a) -cos 20; b) 2; 


248 
me d) ра. 22*. 22 238. 2. 24*.2. 25*. а) 3; b) 8; с)-2: 4)3: е) 1; 


с) 
f) 3; g) 5. 26. a) s 1 Zt bez); b) Jak, Es nk|kez): c) [ese 8. | kez); 
d) ien ke 2. 27. x= emm += л, ne .28. (222.2, -1) neZ. 


29*. b) T 30*. a {Z *2nk, (-1} Ei nk|kez), b) |-3-28, e л 


ATSAKYMAI 


с) (258 | ke Z}; d) (288 | Кє 2). 31*. a) E ke z); 51. Да 


5 
r п m x nn 
-г|Кейн4 Tit nk | keZ}. 32*. 10, +2, -ZL зэ», HT t nez 
өргө : |kez) | y ji Р 27 8 q hez} 
9 {х + ред), o [p p d) [к+ =, s enkpe z]. 34*. —90°; 45°. 


35. а) 2 (5), Ae. T zO b) © (у), Zo, E c) 3 (9), Zo, Eo. 36*. a) [a 


arctg 4+1k| ke Z|; b) B ze ez]; с 92 en| ke); JE nk, Ferkl kez}; 


e) (297662) 375. a) (8, ten ke zl; ы {25 T emi] ke Z); с) (2nk| ke Z}. 


38*. a 253, Tt, -arctg 2+nk| ke Z; b 1 t, Ei nk, arctg 5 1 kl ke Zl. 
) ) 4 


39*. a) 45^; b) 30°. 40*. a) Ён 28) ke 2; b) xe(E eani Rd 


c) хє (2 2nk; A ent) ke 2, 4) хє HZ I отк) ke Z; e) xe (-Ž aki 


ment ke Z. 
4 


9*. PLANIMETRIJOS PRADMENYS 


1.a) 8 cm}; b) 10. 2. a) 3245; b) 8/5; c) PC = 8; KD = 8,4. 3. a) 100r: (cm?); b) 8л (cm); 


c) BL = 10 cm, CL = 6 cm. 5. a) 30 ст; b) 1543 ст2; с) E cm. 6.25 cm?. 7. 25m. 


2 z 
8. 24 ст, 9. 4л (cm). 10. 18x (cm). 11. - 12. 4/14 cm. 13. 36. 14. а) 15; b) 9; c) 21; d) 15. 


15. a) AC - b «d; b) BD-d - b; c) oid 16. сс! 17. a) 0: b) 9. 8. a) 3x; 
E “2 5-28 943 –10 
b) AB-b-à; c) A ас 222, d) 6. 19*. з 20. a) 3; b) -11. 21. J43. 22. 2 
44 +2а 


23*. b) 60°. 24*. b) ТС = 


; €) 42. 25. a) у= m vii b) 30°. 26. x = -1. 
27. x = +1. 28*. b) d=(-1;2). 29*. b) 60°. 


10*. STEREOMETRIJOS PRADMENYS 


1.60 cm?. 2. 22 3. 960 cm?; 592 cm2. 4. 12 cm?; 36 cm?. 5. 6 cm?. 6. 3943 cm?; 


a3 48:43. x. 
4 


40 
12-/39 cm?. 7. 40453 cmš. 8. 3 em; 2042 cm?. 98, оф. 105, ау 222 =; b) = 


37-/2 
с) 2. 11. E стз. 12. 264 л (cm?). 13. Tilps, nes indo tūris V = 628 ml > 600 ml. 14. 121 (cm). 
155, 1,845 karto. 16. 64x (cm?). 17. 120°. 18. 24л (cm). 19. 12x (cm?). 20. Netilps, nes pirmų 
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ATSAKYMAI 
TA = 3 Lu mu Ё+ё-24 — 
9 lašų tūris V = 6,27 ml > 6 ml. 21. a) BD=d-b; b) DME v 22.a) АВ = (3; -1; -1); 
b) СА = (4; 4; 4); c) BM = (3: y 3) 23.а)х-4:5)х--0,2 24. a) ja, 8, E 
b) (0, 1, -2, 3). 25. 30°. 26. 45. 27*. c) 24? — Ht. 28%, a) 4m = ЗР; b) 3m - 27. 
28:41 DO. Bk ==”, b) pe=[s; 0; г. вк (5, 1; z) c) £245. 30*. c) ZBAC = 
=60°% И = 2. 


11. ĮVYKIAI IR JŲ TIKIMYBĖS 


1 
1.E = ((h; h), (h; s), (s; b), (s; s)}; Р(А) = P(B) =—; P(C) = 25 P(D) = 2 Р(С) = 
2. 0,8. 3. 0,7. 4. 0,9. 5. 0,2. 65. 3, 7*. d^ b) 0,1. 8*. ed P(B)- 2; P(C)=2. 


13 18 
* —. 10* —; b) —. 11* ——; b) =. 12*. = : = : = š 
pr. e a) DE » її аў 15:78) : 125, P(4) = 0,36; P(B) = 0,14; P(C) = 0,99 
4 1 
=; —; c) —. 15* Зан 
3“, 155. 4885) 57 b) 22: disce i89) ү; 
12. ATSITIKTINIAI DYDZIAI. STATISTIKOS PRADMENYS 
1*. 28, 


011123 
EE EA ERES 
8 181818 


Р(Х)|0,76] 0,2 (004 ЕХ --02, DX =2,16. 


x wl 25123 
* . 
7*- a) Б(0)(0,001 (0,027 (0,243 |0,729 ` 


6". DX = 0,16, oX = 0,4. 


c) P(X < 1) = 0,028. 


8*. 0,201. 9. w,— 226 „0,5069; w, 0019 -0,5016; |w; —0,5| < |», -0,5|, todėl K. Pirsono 
505 12000 


tikslumas didesnis. 


10. a) Akių skaičius 1 2 3 4 5 6 
Dažnis 7 3 13 6 4 15 
Santykinis dažnis 014 0,1 026 012 0,08 03 


-sts 344. 


c) X od = 6; X ed 2 2 


ATSAKYMAI 
11. Sékmingiau rašė 12° klasės mokiniai, nes šios klasės vidutinis išspręstų uždavinių skaičius, 


tenkantis vienam mokiniui, didesnis. 12. а) X,,, = 7; b) X... = 5,5; с) X = 5,5; d)* 5° = 18 


13. FUNKCIJOS RIBA. TOLYDUMAS 


1.a) [3; +); b) (о; 0] ir [3; +); c) (0; +); d) (—; –10) ir (0; +); е) [-2; 2) ir 
(2; +). 2. a) f(x) > 0, kai xe (-—; -6)U(1; +); f(x) € 0, kai xe (-6; 1); b) f(x) > 0, kai 
хє (6; +2); f(x) < 0, kai xe (—; -6)U(-6; 6); c)* f(x) > 0, kai xe (1; 3); Дх) < 0, kai xe (0; 
1)U(3; 4); d) f(x) > 0, kai xe (8; +æ); f(x) « 0, kai xe (0; 8); e)* f(x) > 0, kai xe [-6; 3); 
f(x)« 0, kai хє (3; +). 3*. a) xe [1; +); b) xe[-2; 2); с) xe (^s -4210| 42: +оо) 
4) хє (0; ss 4*. Kai x = 3. 5*. Kai a = 1. 6. a) —3; b) 2; с) 4; d) -5; e) -3; f)* 2; р)* 20; 


h)* 2 DE ; k)* -> 

14. FUNKCIJOS чимэг! ISVESTINÉS TAIKYMAI 

1.a) 7; b) -16. 2. a) -p b) -3. 3. a) (х) = 4xy; b)* ГО) -—— €)* f(x) =:3x5. 
4. a) f2) --3,Г(2) = 6; b) f(2) = 0, f'(2) = 42; с) f2) = 1, f'(2) = 0. 5. a) Ë): b) 1-3). 


c) 1-2, 2). 6. a) (-1; +); b) (-еө, 0)U(0; 3); c) (0; 4); d) Cs ) 7*, a) Г(х)5--2--тү 


8- i 

b) f'() = KG In x + 1); 9ri-Ž 2, d)f(G)-— е) Р) rel +; 

f) f(x праза 8%. а) 3; b) 1; c) 5 d) 2.- 95. a) 1; by 0; c) 0,25; 
2cos?| — 


T 2 ku Л 4 
d) 1. 10*. a) Een ez. b) ie» Es ak|ke). 11*. a) f'(x) = 36 cos (6x); 


b) f(x) =-sin ч c) fœ) =- tgx; d) f'(x) - 5 cos ë 


) e) fa) = 


cos! x’ 
3cosx 


9 fioc 24 3sin x * 2 | 


b) (ә; 0) 0; i ; €) (0; 1). 14*. a) (1; +œ); b) (-1; 3); с) 28 элй; Зул ; k e Z. 


15. a) 2 m/s; b) 6 m/s. 16*. a) s(3) = 78 m; b) s(3) — s(2) = 30 m; c) 32 m/s. 175, а) y = 2x + 1; 
b) y = 4- 2x; c) y = 3x - 1; d) y = 2x; e) у-2а. 18*. y = —х— 1. 19. a) (—; —4]; b) [-3; 3]; 


c) [-3: 0)U(0; 3]; d) (0, 4]; e) (=>; —V2]U[0; 421, 07 (0: 2]; g)* (=; 0]. 20. а) Ymax = 6; 


1 
b) Ymin = -5, Ул шах = Уз max = 11; c) Ymin = -16, Ymax 7 16; d) Ymin = 4, Ymax = 4; e)* Ymin 7 “ед” 


f)* Улас 0, Улш = 20; 8)" Ymax = In 4; h)* уш = 8(In 4 - 1). 21*. a = 12, уш = -16. 


22*. Didėjimo: xe(0; 2)U(8; +); mažėjimo: xe(2; 4)U(4; 8). уһ = 2(In2- 1), 


Ja = 61n2 + 1. 24. a) max f(x) = /(5)=6; minf(x)-fQ)--3; t) maxfG) = f(D --8 
min f(x) = f(4) = 3,5; E BIG Р) = fà 10; min f(x) -f2) - 8 


B; 5] 


d)* шалаа f(e)=8-2e; min f(x) = f(1) - 2. 26. 20 m; 40 m; 20 m. 27. Plotis 10 m, 


6 
ilgis 15 m. 28*. b) 3 dm. 29*. 3 valandas. 30*. b) 10 dm; 7 dm. 31*. n 


12*. a) 0,5; b) —3e2; с) -2; d) 0; е) -12; f) 0,5. 135. a) (-3; 0)U (0; 6). 
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15*. PIRMYKSTÉ FUNKCIJA. INTEGRALAS 


5 3 
1. a) x5 + C; b) > -3n|d+C; c —_ d) 9x-31 +E 34C; 


e) r Etic f) AC, 8) BC h) Tec. 2. F(x) = 4 - cos х. 
a X. er 2) хо (9х-8)” 
3. F(x) = x- х- 1; G(x) 5. 4. a) +G; ent 3) +C єс) m P С: 
2n- E 
d) — HT (6x - 1) + C; e) E 1) 4C. 5. a 5 —; b) 5; c) 2; 4) 1. 6; a) 256) — 
c) I d) 2 7. a) 8, 5) 4; c) 2: 4) E 8.a) 45; b) 468-7 d) = 9. а = 2. 


10. у = 6x — 3⁄2. 11. a) ® =; b) 40m. 12. а) 16,25 m; b) 4,25 m/s. 


Patikrinimo testo (B) užduočių atsakymai 


2 
1. D. 2. C. 3. B. 4. A. 5. B. 6. A. 7. a) 1 cm?; b) 2,05 cm2. 8. 8) 9. a) 4 dm; b) t ат}. 


1 
10. a) 36; b) 7g- 11. (-; O)U[4; +). 12. a) 2; b) 171 cm. 13. + nk, (-1 Z+ nk ke 2. 
18 3 


2ab 
"a+b 


14. 3,75 - 10%. 15. S = " 16 


Patikrinimo testo (4) uzduociu atsakymai 


1. C. 2. E. 3. E. 4. C. 5. A. 6. E. 7. (-4, 2). 8. 1,68 - 107^. 9, Padidėjo 20 4. 


1 
== 13.b) 15; 6) 7 m. 14. a) 3; b) 3,5. 


10. л; nk us П. a) 144; c) 96. 12. 7— 


15. 60°. 


5.6". 


TURINYS 


SKAICIAI IR REISKINIAI 
Aibés samprata 


lali AIDES — 
Realiųjų skaičių palyginimas 

Realiųjų skaičių intervalai ......................... 8 
Algebrinių reiškinių pertvarkiai 29 
Užduotys žinioms įtvirtinti ........ 411 
Orientaciniai uždaviniai ...... 12, 
Pasitikrinkite: rris 14 


Kontrolinio darbo pavyzdžiai (B, A) .....16 


LAIPSNIAI. LOGARITMAI 


Laipsnis su sveikuoju rodikliu ................ 17 
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Laipsnis su realiuoju rodikliu ....... 519 
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FUNKCIJOS SĄVOKA. 
LYGTYS IR NELYGYBĖS 
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Pasitikrinkite aiskios dada nea 46 


Kontrolinio darbo pavyzdžiai (B, A)...... 56 


SKAIČIŲ SEKOS. PROGRESIJOS 


Skaičių sekos sąvoka .................................. 58 
Aritmetinė progresija ... 
Geometrinė progresija .... 
Užduotys žinioms įtvirtinti . 
Orientaciniai uždaviniai 
Pasitikrinkite нанео 

Kontrolinio darbo pavyzdys (A) ............. 72 


LAIPSNINĖ FUNKCIJA. IRACIONA- 
LIOSIOS LYGTYS IR NELYGYBES 


Laipsninės funkcijos sąvoka ..................... 73 
Laipsninė funkcija su sveikuoju 

ТООН LIU a a 74 
Funkcija у= 4х. Iracionaliosios 

ITANE TOC ia ai 75 
Laipsninė funkcija su racionaliuoju 

ir realiuoju rodikliu ................................... 76 
Iracionaliuju lygčių sprendimo büdai.....78 
Iracionaliosios nelygybės ........................... 80 


Užduotys žinioms įtvirtinti . 
Orientaciniai uždaviniai .. газ 
Pasitikrinkite us sa eese 83 
Kontrolinio darbo pavyzdžiai (B, А).....87 


8.6*. 


8.8*. 


8.9. 
8.10. 
8.11. 


8.12*. 
8:13": 


RODIKLINÉ FUNKCIJA. А 
RODIKLINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS 


Rodikliné fünkcijà.......-...........———————- 88 
Rodiklinės lygtys. Jų sprendimo būdai ..... 90 
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Užduotys žinioms įtvirtinti .. 2 
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Pasitikrinkite 

Kontrolinio darbo pavyzdžiai (B, A)... 
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Logaritminės funkcijos sąvoka .............. 101 
Logaritminės lygtys .... 0 

Logaritminés nelygybés .... 
Užduotys žinioms įtvirtinti .. 
Orientaciniai uždaviniai... m 
Pasitikrinkite. a a sis a su, 109 
Kontrolinio darbo pavyzdžiai (B, A).... 


TRIGONOMETRINÉS FUNKCIJOS 


Staciojo trikampio trigonometriniai 
Santykidi 3.3 NS 
Kampo sąvokos išplėtimas 
Skaitinio argumento trigonometrinės 
fünkcijOS u s rote iai sa s 119 
Trigonometrinių funkcijų savybės ......... 121 
Pagrindinių trigonometrinių funkcijų 
tarpusavio ѕагуёіаі ...........ииннөөөөөөн 124 
Redukcijos formulės .,.............................. 125 


. Dviejų argumentų sumos ir skirtumo 


trigonometrinių funkcijų formulės 

it GT Ca o E R E вао 127 
Sandaugos keitimo suma ir sumos 
keitimo sandauga (skaidymo daugikliais) 
a USA 129 
Trigonometrinė lygtis sin t = 
Lygtis cos t = а 


Lygtis tg t = a..... 52136 
БУЕНА са u Sasia 138 
Paprasčiausios trigonometrinės 

nelygyD6S н ери anasko 138 


— 139 
dod 140 


Užduotys žinioms įtvirtinti . 
Orientaciniai uždaviniai ... 
Pasitikrinkite...............—.-—- 
Kontrolinio darbo pavyzdžiai (B, А)... 


PLANIMETRIJOS PRADMENYS 


Pradinės planimetrijos sąvokos. 
Planimetrijos aksiomos............................ 157 
Figūrų lygumas. Trikampių lygumo 
požymiai. Lygiašonio trikampio 

SAVYDĖS uuu ss sss 
Statmenosios tiesés ... 
Lygiagrečiosios tiesės ............... 


Iškilojo n-kampio kampų suma ............. 165 
Trikampio; Plotas „г.а 167 
Lygiagretainio, rombo, trapecijos 
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